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PREFÁCIO 


Após experiéncias lecionando na Universidade de Brasília, e na 
Universidade Federal do Rio de Janeiro, pensei escrever um livro que 
viesse a ser um texto de Álgebra em nível de bacharelado (ou licen- 
ciatura) em Matemática. 

Esse planejado texto deveria apresentar, entre outras coisas, um 
material elementar de dificuldade crescente, suficientemente interes- 
sante tanto para aqueles que fossem prosseguir nos estudos pós-gra- 
duados, como para aqueles que fossem se dedicar ao ensino. 

Sem dúvida, as noções de conjunto, função, relação de equivalência, 
como também anéis, corpos, polinômios e grupos devem estar pre- 
sentes em qualquer texto com esses objetivos. Escolhemos o Teorema 
Fundamental de Galois (característica zero) como principal objetivo 
a ser atingido pois, além de apresentar uma belíssima solução ao his- 
tórico problema sobre determinação de fórmulas para expressar raízes 
de um polinômio por meio de radicais, exige e aplica todas as noções 
elementares anteriormente apresentadas. 

Abordaremos também os clássicos problemas da duplicação do 
cubo, da quadratura do círculo e da trisseção do ângulo, além de 
enunciarmos, sem demonstração, o famoso teorema de Gauss que ca- 
racteriza os números naturais п > 3 cujos polígonos regulares de 
n-lados no plano podem ser construidos por meio de régua e com- 
passo. 

As noções de conjunto, função e relação de equivalência foram 
intencionalmente apresentadas de modo sucinto no 1.º capítulo. Inclui- 
mos um grande número de exercícios complementares esperando que 
o aluno, com alguma orientação, entenda equilibradamente a impor- 
tância dessas noções preliminares. 

Considerando que a formalização envolvida na criação dos con- 
juntos N, Z, Q, R e C cabe perfeitamente fora da segiiência de Álgebra 
(por exemplo, Matemática do Ensino Médio ou Evolução da Ma- 
temática, ou outro curso equivalente), penso que, como os analistas, 
os algebristas também deveriam usar e abusar da existência desses 
conjuntos numéricos, sem perder muito de seu tempo com essas for- 
malizações. O teorema fundamental da álgebra é também admitido 
sem demonstração. 

Dentro desse espírito, toda a teoria de Galois (chamada teoria 
de Galois elementar) foi desenvolvida para extensões L > K,.onde 


C 5 L 5 К 5 ©. O pouco de Álgebra Linear necessário na parte 
de extensóes de corpos foi explicitado, embora nem tudo provado. 

Nos Capítulos 2 e 4 é feito um estudo comparativo entre os anéis 
Z dos inteiros e K[x] dos polinómios em uma variável com coeficien- 
tes em um corpo K. A teoria elementar de Anéis foi inserida no Ca- 
pítulo 3 para evitar a repetição de tão evidentes analogias. 

No Capítulo 5 incluimos importantes resultados a serem usados 
no capítulo final do texto, além de apresentarmos os anteriormente 
citados problemas clássicos e incluirmos um parágrafo sobre constru- 
ção por meio de régua e compasso. 

O Capítulo 6, sobre grupos, é o mais extenso embora isto não 
signifique que o lá apresentado deixe de ser elementar. 


No último capítulo demonstramos os principais teoremas da 
Teoria de Galois sobre Q e discutimos o problema da solubilidade 
de equações polinomiais por meio de expressões radicais. 

Agradeço a contribuição anônima dos meus alunos dos cursos 
de Álgebra e em especial agradeço ao corpo editorial do Projeto Eucli- 
des por esta oportunidade de realização. 


Adilson Gonçalves 


INTRODUÇÃO 


Dentro da história da Matemática o capítulo referente às equações 
polinomiais é certamente dos mais relevantes. 

É conhecido que os Babilónios utilizavam, por volta de 1800 A.C., 
alguns métodos de resolução de equações do 2.º grau enquanto que 
os Egipcios, na mesma época, apenas possuiam métodos de resolução 
de equações do 1.º grau. 

Os antigos gregos usavam os métodos das Construções Geomé- 
tricas para resolverem algumas equações do 2.º grau e até alguns tipos 
de equações cúbicas. Dentro dessa linha, os gregos nos legaram os 
famosos problemas clássicos da “trisseção do ângulo”, da “duplicação 
do cubo” e da “quadratura do círculo”. A importância desses pro- 
blemas está no fato que eles não podem ser resolvidos, geometricamente, 
por meio dos instrumentos régua (sem marcas) e compasso. Matemá- 
ticos de diferentes períodos contribuiram para mostrar a ligação des- 
ses problemas com a teoria das equações polinomiais, sendo então, 
todos respondidos negativamente [Bourbaki — Elements d'Histoire 
des Mathematiques, Herman, Paris pag. 92]. 

Os Hindus, no início da era cristã, ao contrário dos Gregos, em- 
pregaram métodos aritméticos na resolução de equações, os quais 
foram desenvolvidos pelos Árabes. Um dos mais significantes resul- 
tados desse período Árabe é sem dúvida a solução da equação do 
2º grau ax? + bx + с = 0, cujas raízes são dadas pela conhecida fórmula 


—b+ Jb? — 4ac 
2a 


Xia — 


Apesar de tudo, as resoluções algébricas para as equações cúbicas 
eram desconhecidas. No fim do século XV e início do século XVI 
os matemáticos italianos, principalmente de Bologna, descobriram que 
a solução da equação cúbica poderia ser reduzida àquelas dos seguin- 
tes tipos: x? + px = q, x? = px + q e x? + q = px (observe que essas 
distinções são decorrentes do não reconhecimento dos números ne- 
gativos). 

Scípio del Ferro, e mais tarde Niccolo Fontana (conhecido como 
Tartaglia), descobriram as soluções daquelas equações. Os argumentos 
de Tartaglia foram apropriados e divulgados por Cardano em Ars 


Magna, 1545, que também divulgou o método de Ferrari de redugáo 
de uma equação do 4.º grau para uma de 3.º grau. 

Vamos em seguida, apresentar um argumento (devido a Viète) 
para a solução de uma equação do 3.º grau. 

Seja F 2 Q um corpo contendo o corpo dos números racionais e 
seja f(x) = ах? + bx? + cx + d um polinômio de grau 3 com coe- 
ficientes em F. Substituindo x por y + h segue que o coeficiente de 
y? no polinômio f(y + h) € 3ah + b. 


—b 
Escolhendo h = E e dividindo a equação f(x) = 0 por a te- 
a 


remos: y? + py + q = 0, p, qe F. 

Podemos admitir que esse polinômio é irredutível sobre F, pois 
de outro modo ele teria uma raiz em F e as demais seriam raízes de 
um polinômio do 2.º grau com coeficientes em F. 


— A k " 
Usando agora a substituição de Viète: y =z + — a equação 
2 
y? + ру + 4 = 0 torna-se: 


k? k? k 
2 + 32063 + з +р2+р— +9 = 0 
т 2 


— 1 
Escolhendo k = => eliminamos os termos em z e em —. Аѕ- 
2 
sim, a substituição y —z — E transforma a equação y? +py+4q=0 
Ў 2 
na equação 2? — A 4- q — 0 que vem a ser uma equação quadráti- 
2 
са em 2°. Portanto, 
DEE y fz , onde D = — (4p? + 274°) 
-4+4/ = р і!) 
Agora se zi g 5 lar e 25 = a 5 Їл teremos 
р? р 
(zz? = — 27 ° daí segue que 2,2, = — q 2 onde À é uma raiz 


cúbica da unidade. 


3 
por wz, ou w?z, podemos supor que z;*z; = — р/з e as raízes cübi- 
cas da equação y? + py + q = 0, serão: 


21 2n pia А 
Se и = cos —— + isen 37€ C e substituindo, se necessario, Zz 


yy =Z, +22) у) © ит, + wz, е у, = W°. Z; + wz). 


3 3 3 
_ 5—4 ЖЩ -q FERT. 
Y ear E 4*4 


que vem a ser uma expressáo obtida dos coeficientes através de repe- 
tidas adições, subtrações, multiplicações, divisões e extrações de raizes. 
Tais expressões são conhecidas como expressões radicais. 

A equação geral do 4.º grau pode ser reduzida de modo análogo 
ao anterior para uma equação do tipo 


Assim, 


(ж) yt + ру + ду +т= 0 


Seguindo um argumento de Descartes escolhemos и, v e w tais 
2 
que (+) se reduz à équagáo ( y + D — (vy + и)? = 0 e daí seguem 


as relações: 


(e) p-u-—w,q 2vw er n w?. 


As duas primeiras dessas relações nos dão: u =p + i? e w= — 9/,,, 
2 
"m u 

e substituindo-as em r — qn И 


v + 2pv* + (p? — 4r) v? — q? = 0, a qual vem a ser uma equa- 
gáo cúbica em v?. 

Assim, a equação do 4.º grau se reduz a uma equação cúbica 
e novamente temos que as raízes de uma equação do 4.º grau são 
dadas por uma expressão radical. 

Ora, já que as raízes das equações de grau < 4 são expressões 
radicais, naturalmente a pergunta que segue é inevitável: 

Será que as equações de grau 5 também são resolúveis por meio 
de expressões radicais? 

Muitos matemáticos importantes atacaram o problema. Euler 
não conseguiu resolver o problema porém encontrou novos métodos 
para a resolução da equação do 4.º grau. Em 1770 Lagrange conse- 
guiu uma etapa que iria contribuir bastante na solução do problema 
das equações de grau 5. Ele conseguiu unificar os argumentos nos 
casos das equações de grau 3 e 4 e mostrou por que o tal argumento 
falhava no caso do grau 5. A partir daí um sentimento de que a res- 
posta para o grau 5 seria negativa tomou corpo entre os pesquisadores 


2 obtemos: 


da época. Ruffini, em 1813, tentou uma demonstracáo de tal impos- 
sibilidade mas seus argumentos tinham muitas falhas [Bourbaki 
— Elements d'Histoire des Mathematiques, Herman, Paris, pg. 103]. 
Finalmente em 1824 ABEL — provou que a “equação geral” de grau ә 
náo é resolúvel por meio de radicais. Porém, náo ficou estabelecido 
quando um polinômio de grau >5 é ou não “resolúvel por meio 
de radicais”. 

Em 1843 Liouville escreveu para a ACADEMIA DE CIÊNCIAS 
DE PARIS anunciando que os trabalhos deixados por Evariste Galois 
[1811-1832] continham uma solução que respondia precisamente 
quando um polinômio de grau > 5 é ou não “resolúvel por meio 
de radicais”. 

A solução apresentada por Galois, ao caracterizar os polinômios 
resolúveis por meio de radicais através de propriedades do grupo de 
automorfismos de um corpo, é considerada uma das mais belas pá- 
ginas da História da Matemática e, uma das principais conquistas 
dessa ciência no século XIX. 

No contexto desse livro introduzimos as noções algébricas neces- 
sárias à demonstração do teorema fundamental de Galois (sobre Q) 
e provaremos que o polinômio х5 — 6x + 3 não é “resolúvel por 
meio de radicais” pois o grupo de automorfismo do corpo de raizes 
desse polinômio é isomorfo ao grupo Ss de todas as permutações de 
{1,2,3,4, 5}, o qual não é um grupo solúvel no sentido definido por 
Galois. 


CAPÍTULO 1 


NOÇÕES PRELIMINARES 


Incluiremos sob o título acima a terminologia de conjuntos e 
as noções de função e relação de equivalência. Deixaremos como 
exercícios muitas propriedades elementares envolvendo essas noções 
básicas. 


81 Conjuntos 


Entenderemos por conjunto uma qualquer coleção de objetos os 
quais chamaremos de elementos do conjunto. O conjunto vazio (isto 
é, o conjunto sem elementos) será denotado por Ø. Usaremos letras 
maiusculas para simbolizar conjuntos e minusculas para simbolizar 
elementos (as exceções ficarão claras no contexto do livro). 

Se x é um elemento do conjunto A escreveremos x € A e leremos 
“x pertence a A”. Caso contrário escreveremos x É 4 e leremos “x não 
pertence a A”. 

Como primeiros exemplos de conjuntos podemos citar os con- 
juntos numéricos mais conhecidos, para os quais usaremos a seguinte 
nomenclatura: 

N = „т, ...} (números naturais) 
Z = {...‚,— ky., — 1,0,1,..., т,...) (n.º inteiros) 


, m,neZ Р "Tu 
О — «mín: (números racionais) 
nz 


R = (números reais, isto é, números racionais e números irracionais) 


„Бев 
саны: 5) 


ҳу 1 


Sabemos, por exemplo, que Ji ЄК mas J2 €Q. 

Quando todo elemento de um conjunto А pertence a um con- 
junto B dizemos que A está contido em B ou A é subconjunto de B 
€ denotamos por А c B. Consideraremos o conjunto Ø contido em 
qualquer conjunto (raciocine por absurdo). 

Dois conjuntos A e B sáo iguais se possuem os mesmos elemen- 
tos. Assim temos claramente que А = В зе e somente se А c Be Bc A. 
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Se o conjunto A não está contido no conjunto B usaremos a 
notação 4 & B. 
Em relação aos conjuntos numéricos acima temos 


NcZcQcRcC. 


O conjunto dos elementos que pertencem simultáneamente a um 
conjunto A e a um conjunto B será denotado por 


ANB=([x:xeA e xeB) e chamado de interseção de A e B. 


O conjunto dos elementos que pertencem a um conjunto A ou 
a um conjunto B será denotado por 


AUB=(x:xeA ou xeB) e chamado de união de A e B. 


Claramente temos, quaisquer que sejam os conjuntos A e B, as 
seguintes propriedades: 


Ang —-(0, Ао@= А 
ANBCA, ACAUB. 


Se А = В também dizemos que В contém A e denotamos por 
BA. 


EXERCÍCIOS 


1. Prove que quaisquer que sejam os conjuntos А,В е С, tem-se: 
a)AcA 
b SeAcBeBcC então Ac C 
c) Se A c B e Bc A então А = B. 


2. Prove que quaisquer que sejam os conjuntos А,В e C, tem-se: 

a) An (Bu C) = (Аг B)u (Ao C) 

b) Au (Bo С) =(4u B)n (Av C) 

c) AUB=BUA; Аг В = Во А 

d) Av(BuC) = (А ЧОВ) оС; An (Bo C) = (4^ В)с C 

е) ACB se e somente se AUB = В se e somente se Ас В = А 
3. Sejam А, В = О. Definimos: 

CoA = ixeQ:xéA; A – В = (ae A :a¢ B) 

Prove que: 

a) CalA U B) = CAN С.В; Ca(AN В) = CoA о CoB 

b) AN CoA = Ø; AU CgA =Q 

c) A — B = AN CoB 

а) ССА) = A 


> 


N 


со 
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Sejam А,В e C c О. Demonstre as afirmações verdadeiras e dê 
contra-exemplos para as falsas: 

а) Se A c Ве В Ф С então АФС 

b) Cald — В) = CAN В | 
c) A-(B-C)=A-(BUC) 

d) (4UB)- С =(4 =C)ju(B- С) 

е) (4 – B)^ € =(An C) - (Bn С) 


. DÉ, se possível, uma condicáo necessária e suficiente para que se- 


jam verdadeiras as seguintes afirmacóes: 
Se A, B sáo conjuntos entáo: 
a) AU(B- А) = В b A-(4-B)=B 


. Se О ё um conjunto, definimos о conjunto das partes de О por 


P(Q) = (4: A c Qj. Calcule P(Q) para os seguintes conjuntos О 
abaixo: 

a) 0 =D ; b) Q = {Ø}; 

с) 2 = (8,1, (1)); d Q = {хєВ:х2 < 2 e x? — 4 > 0}. 


- Sejam X e Y conjuntos. Demonstre as afirmações verdadeiras е 


dê contra-exemplos para as falsas: 
a) Se X c Y entáo P(X) c P(Y) 
b) Se X c Y então P(Y— X) = P(Y) — Р(Х). 


. Escreva os seguintes conjuntos A como uniáo de intervalos: 


а) А ={xeR:x? >1 e x? < 4). 
b) A=(xER:x?>4 e x? < 9). 
с) A={xeR:x > 20ux? > 1). 


. Sejam А,В e C conjuntos. É verdade em geral que 
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a) AUB=AuUC=>B=C? b An В= Аг С=В = С? 
Justifique! 


. Calcule Аг В nos seguintes casos: 


a) Se AUB=AUC então B = С? 
b) Se AN B = Аг С então В = С? 


Funções 


Sejam A e B dois conjuntos. Chamamos de função do conjunto 


A no conjunto B a uma regra que a cada elemento de A associa um 
único elemento de B, e denotamos simbolicamente por 


f:A>B 
a m.fla) 
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onde para cada ae 4 está associado um único b = /(а)є B, através 
da regra que define f. Chamamos A de domínio da Junção f e B de con- 
tra-domínio da função f. 

Se X © А е/:А-—› В denotamos por /(Х) ao conjunto /(Х) = 
= {/(х):хє X) = B o qual chamamos de imagem de X pela f. De- 
tamos por Im f ao conjunto f(A) o qual chamamos de Conjunto Ima- 
gem da f. Dizemos que a função f é sobrejetiva se Im f = В. 

Observem que duas funções coincidem se e somente se possuem 
os mesmos domínios, os mesmos contradomínios e as mesmas regras. 
Por exemplo, as seguintes funções abaixo definidas são distintas apesar 
de possuirem o mesmo domínio e'a mesma regra. Apenas a segunda 
delas e sobrejetiva. 


ГЕУ Е g:R > R* 
xwx =f x = д) 


onde R* = (xeR:x > 0). 

Se f:A—B e X c A denotaremos por f |y: X ^ B a função 
cujo domínio é o conjunto X, cujo contra-domínio é o conjunto B 
€ Cuja regra é a mesma de f, isto é, Flo) = f(x) qualquer que seja 
xe X. Chamaremos f|, de restrição de f à X. 

Dizemos que uma função f : A > B é injetiva se quaisquer que se- 
jam x, ye A, se x * y então f(x) # f(y) (ou equivalentemente, quais- 
quer que sejam x, ye A, se f(x) — f(y) entáo x — y). 

Se f: A B é uma funcáo simultaneamente injetiva e sobrejetiva 
dizemos que f é uma funcáo bijetiva. 

Observe que das funções abaixo 


f: RA В? ‚К+ > В? ehR>R 
x мэх? = f(x) x vx? = g(x) x мэх? = h(x) 


apenas as duas últimas sáo bijetivas (desenhe o gráfico). 
Se f: 4 > В é uma função e ye B, denotamos por f ^ (х) ao con- 
junto 


fO) =(xeA:f(0) =) 


o qual chamamos de imagem inversa de ye B pela f. 


Observe que se ye B então f^ '(y) с А е mais se y Im f então 
J O) =Ø. 
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Se Yc Bdenotamos por f ~ (Y) ao conjunto f~ (Y) = (xe A:f(x)e Y} 
e chamamos tal conjunto de imagem inversa de Yc B pela f. 
Observe que em nossa terminologia temos, 


se yc B, entào f Чу) = f ^ ((y)). 


Por exemplo, se f:R > R temos 
X vosenx 


7) = b = E + 2kn :ke z) e o conjunto f-! (fo. E 


é igual a: 


5 
едо Mrs ez) ode = ŠE 4 zen irez} 


Se f:A>B e g:B>C são duas funções denotamos por 
gof:A— C a função definida por (go f)(x) = g(f(x)) qualquer 
que seja хє 4, a qual chamamos de função composta de g e f. 

A função I4: 4— A definida pela regra І (х) = x qualquer que 
seja xe A é chamáda de função identidade de A. 

Observe que se f : 4 > B é uma função bijetiva entáo existe uma 
função g: B > A definida por: se ye B, g(y) = x onde x é o único ele- 
mento de А tal que f(x) = y (o elemento x existe pois f € sobrejetiva 
e ele é único pois f é injetiva). 

É de fácil verificação as propriedades: 


gef—l, e fog=lg 

A funcáo g com as propriedades acima é dita ser a Junção inversa 
(claro que ela é única) da função f, e será denotada (náo confundir com 
imagem inversa) por g = /-!: B A. 

Por exemplo, se f:R > Rº onde R? = (xeR:x > 0) 

х ve 
então temos que f é bijetiva e mais /-!:К® > R 
x v»logx 
Sef:R>R com а #0 temos que f (uma reta) é 
х wax +b 


— . 1 b 
bijetiva e mais f^! : R5 В é tal que f(x) = —x — — 
a a 
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EXERCÍCIOS 


1. 


Seja f: X > Y uma função e sejam AA c X. e.B, B. < Y: prove 

que: ` 

a) A c A' = f(A) = f(A); Bc В = f~ '(Bcf UB). 

b) f(Au A) = f(A) u f(4; f. (Bo B) =/ (Bof (В) 

©) /(Ас\ A) c /(А)с\ f(A). Se f é injetiva vale a igualdade 
FAN А) = HAN HAS. 

d)f^(Bo B) = f (B)o f (В). 

e) (CB) = aí *(B). 


f) Se f é bijetiva então f(CA) = C f(A). 


. Sejam as funções, 


f:iX>Y g:Y>Z,hZ>W 
Entáo prove que: 


ho(gof)=(hog)of 


. Se f: X > Y é uma função bijetiva prove que existe uma única 


função g: Y^ X tal que fog = Iy e gef = Ix. 


. Seja f: X => Y uma função. Prove que: 


a) f é injetiva se e somente se existe g: Yo X tal que go f = Ix 
(i. e., f é invertível à esquerda) 

b) f é sobrejetiva se e somente se existe h: Y X tal que foh = Гу 
(i.e., f é invertível à direita). 


. Seja f: X > Y uma função. Prove que: 


a)f UA) > А qualquer que seja А c X; Mu c B, qual- 
quer que seja B c Y 

b)f-(f(4) = A qualquer que seja A c X se e somente se f 
injetiva. 

c) f(f ^ В) = B qualquer que seja B c Y se e somente se f so- 
brejetiva. 


. Se Q = (1,2,...,) então denotamos por S, = {/:О0— 0 :f bijetiva). 


Os elementos c de S, são também chamados de permutações de О. 
Prove que: S, é um conjunto contendo n! elementos. 


. Dê exemplos de funções f,g:R>R tais que fog + gof. 
. Seja f:(1,2,..,m) > (1,2,...,n) uma função. Prove que: 


a) Se f injetiva então m < n. 
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b) Se f sobrejetiva entáo m > n. 
с) Se f bijetiva entáo т=п. 
9. Seja f:(x,,x5,..., Xn} > (x1, x5,..., Xn} uma função. 
Prove que: 
a) Se f injetiva então f sobrejetiva 
b) Se f sobrejetiva entáo f injetiva. 
- Seja f:R В definida por: 
Сух = 3x LD 
Calcule: 
f ^9, f^ (0, ©), 7 ^ ((— 00,0)) e £^ Ч, 2]). 
Seja f: В > R definida por: 
fe92x?-1 
Dé exemplo de conjunto nào vazio B c R tal que: 
a) f B-g. 
b) f^ (B) contém apenas um elemento. 
12. Seja f: X > Y uma função e M,N c Y 
Prove que: 
f M = N) = fM) - 77 М). 
13. Para cada uma das 8 leis abaixo especificadas explicite subcon- 
juntos não vazios X, Y c R de modo que: 
a) y = f(x) defina uma função f: X > Y 
b) y = f(x) defina uma função f: X > Y sobrejetiva. 
с) y = f(x) defina uma função f: X > Y injetiva. 
d) y = f(x) defina uma função f: X > Y bijetiva. 
onde as 8 leis são as seguintes: y = х“; y? = x; y? = 4 – х2; 


=e"; y=senx; y=sene”; у = log 


1 
e finalmente, 
x-3 
2 2 

¡AE 
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83 Relação de equivalência 


Suponhamos que em um conjunto А esteja definida uma rela- 
ção entre pares de elementos de A. Se х, х'є A escreveremos X 4 x' 
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se x estiver relacionado com х, e x A x’ se x não estiver relacionado 
com x. 

Por exemplo, se A é o conjunto de retas do plano, ortogonalidade 
define uma relacáo % entre pares de elementos do conjunto A. Ana- 
logamente, paralelismo define uma relacáo no mesmo conjunto A. 

Vamos agora definir o que vem a ser uma relagáo de equiva- 
léncia em um conjunto 4. 

Seja A um conjunto e seja 2 uma relação entre pares de elementos 
de A. Dizemos que % é uma relação de equivalência em A se as se- 
guintes propriedades são verificadas quaisquer que sejam x, х e x" € A. 

1. xAx 

2. Se xRx' então x Rx 

3. Se xx e x Rx” então x 2 x". 

As propriedades acima sáo chamadas, respectivamente, reflexiva, 
simétrica e transitiva. 

Observe que L não é reflexiva nem transitiva. Se consideramos e 
duas retas coincidentes como paralelas então paralelismo define uma 
relação de equivalência no conjunto de retas do plano. 

Quando uma relação 4 em um conjunto A for de equivalência 
varnos em geral usar a notação ~ em vez de 2. 


EXEMPLO 1. Seja f: A— B uma função e vamos definir uma rela- 
ção de equivalência no domínio 4 da f, do seguinte 
modo: 


xx EA, x~ x se f(x) = f(x) 


A relação acima definida é claramente uma relação de equiva- 
lência no domínio A da função f. Veremos mais adiante na Propo- 
sição 2 que qualquer relação de equivalência em um dado conjunto 
A é proveniente de uma certa função como no Exemplo 1. 

Seja ~ uma relação de equivalência em um conjunto А e seja 
x€ A. Vamos definir agora o que chamamos por classe de equiva- 
léncia x do elemento x em relação a —,a qual denotaremos por 
x = (аєА:а ~ x}. 

Antes de enunciarmos a proposição 1 vamos explicitar o signi- 
ficado de alguns dos símbolos matemáticos mais utilizados. 

3 — símbolo significando: “Existe” 
V — símbolo significando: “Para todo(s) “qualquer que seja” ou 
“quaisquer que sejam” 
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р = q-símbolo significando: “Se a proposição p é verdadeira então a 
proposição q também o é”. 

р <= q-simbolo significando: “A proposição p é verdadeira se e somente 
se a proposição q é verdadeira”. 


PROPOSIÇÃO 1. Seja ~ uma relação de equivalência em um conjun- 
to А e sejam x, ye A. Então 


Demonstração. 1.(—): Sejam x, y e A e x = y. Vamos provar que x ~ y. 
De fato, pela definição de classe de equivalência temos, 


x-—(aeA:ae x) 2(zeA:ze y) = ӯ 


е сото хєх = y vem imediatamente que x ~ y. 

(<=): Sejam x, ye А e x~ y. Vamos provar que x = y e para 
isso temos que provar quexcyeycx 

Vamos primeiramente provar que X c y. Seja a um elemento 
arbitrário em X, vamos provar que ac y. 

Se аєх temos a~x e como x ~ y (рог hipótese) segue pela 
transitividade que a ~ y e portanto a € y como queríamos demonstrar. 

Agora, se x ~ y temos por simetria que y ~ x e de modo análogo 
ao anterior chegamos à inclusão y c x e daí segue que x = y como 
queríamos demonstrar. 

2. Suponhamos x,ye А e x x y. Se existisse algum elemento 
acxo y teríamos a ~ x e a ~ y e, usando a simetria, seguiria x ~ a 
еа ~ y e pela transitividade teriamos x ~ y e pelo item 1 dessa pro- 
posicáo X — y o que contraria a nossa hipótese, assim xo^ y = Ø 
como queríamos demonstrar. 

3. Vamos provar que U X = A. De fato, temos primeiramente 


хєА 


que X c АУ хє A е daí segue que U X c A. Reciprocamente temos 


хєА 


que xexVxEA e portanto segue que A c Ux, e isto completa a 


хє4 


demonstração da Proposição 1. ш 


EXEMPLO 2. Seja А = Z =(...,—k,...,— 1,0, L,...,m,...] e seja 
n um número inteiro arbitrariamente fixado. 
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Vamos definir uma relação de equivalência em Z do seguinte modo: 
xx EZ, x~ x <x — x é um multiplo inteiro de п. 

Claramente — define uma relação de equivalência em Z. Essa 
relação de equivalência recebe o nome de congruência módulo n e é 
geralmente indicada por = (mod n). 


Assim, х,х'є 7, x = x' (mod n)<>x — х é um múltiplo inteiro 
de n. 

Vamos agora calcular a classe x, relativamente a = (mod n). 

Se xeZ, х = {ає2:а = х (mod п) e aex +a = х (mod п) = 
>a=x=k"n Ке2 а = х + Кеп, keZ. 

Daí segue que: X = {х + kn : keZ}. 

Observe que se n — 0 temos que X — (xj e que = (mod 0) nada 
mais é do que a relacào de igualdade em Z, e nesse caso existe um 
nümero infinito de classes x — (xj em Z. Provaremos mais tarde que 
se n > 0 a relação = (mod n) nos fornece exatamente n classes dis- 
tintas quais sejam O É. =], 

Assim, por exemplo, = (mod 3) nos fornece exatamente as clas- 
ses 0, 1, 2 que são as classes dos números que deixam respectivamente 
restos zero, 1 e 2 na divisão por 3. 

Agora vamos definir a noção de conjunto quociente. 

Seja ~ uma relação de equivalência em um conjunto A. Cha- 
mamos de conjunto quociente de A pela relação de equivalência ~, e 
denotamos por A/., ao conjunto de todas as classes de equivalência 
relativamente a relação —. 

Assim, 


Na relação = (mod n), n >0, em Z temos Z - moan) = (0, 1,2,...,n — 1) 
que também será representado por 2, = (0,1,2,..., n — 1). 

Vamos enunciar agora o resultado que nos diz que toda relação 
de equivaléncia em um conjunto А é proveniente (como no Exemplo 1) 
de uma funcáo. 


PROPOSIÇÃO 2. Seja — uma relação de equivalência em um conjun- 

to A e seja А]. = {X : x€ A) o conjunto quociente 

de A por ~. Seja п: А > Aj. definida por n(x) = X, Vx e A (n é cha- 
mada de projeção canônica). 

Então a relação — é proveniente da função т como no Exemplo 1. 


Noções preliminares 11 


Demonstração. De fato, basta observar pelo item 1 da Proposição 1 
que se х,ує A temos, x= yX = y«n(x) = л(у) 
como queríamos demonstrar. ш 


84 Produto cartesiano e operação 
binária em um conjunto 


Vamos iniciar esse parágrafo introduzindo a noção de produto 
cartesiano de dois conjuntos. Sejam A, e 4, dois conjuntos não vazios. 
Definimos produto cartesiano dos conjuntos 4, e 4, como segue: 


aE А; 
A „з= жы. Че, 
q Lo leot onde 


(a,,a53) = (b,, bj) e a; = b, i = 1,2. 


Se A, = A; = A denotamos por А? o produto А, x A). 

Usando a noção acima podemos reinterpretar a noção de relação 
de equivalência em um conjunto A. 

Seja A um conjunto não vazio e seja Z um subconjunto do pro- 
duto cartesiano A?. 2 diz-se uma relação (binária) em А. 

Usando a definição: se а, be A, “a está relacionado com 
b” < (a, b) e R, podemos interpretar 4 como uma relação entre pares 
de elementos de A. Assim, para que a relação acima definida seja uma 
relação de equivalência é necessário e suficiente que: Va,b,ce A 

1) (a, a)e 2 (reflexividade) 

2) (a b) e R = (b, a) € R (simetria) 

3) (a, b) e 2, (b. c) e  — (a, c) e 2 (transitividade) 


Por exemplo, 4 = ((a, a): ae A] define a relação de igualdade no 
conjunto A, que é evidentemente uma relação de equivalência em А. 

Se A =R entáo a interpretacáo geométrica das propriedades 1. 
e 2. nos diz que: o subconjunto 2 do pleano R? contém a reta y = х 
e é simétrico em relação a essa mesma reta, diagonal dos 1.º e 3.º qua- 
drantes do plano. 

Vamos agora definir a noção de operação (binária) em um con- 
junto não vazio A. Chamamos de operação (binária) em A uma função 


0:Ax ASA 
(a, b) > O(a, b) = a0b. 
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A operação O diz-se associativa se V a, b, ce А tem-se абс) = 
= (а@Ь)@с, e diz-se comutativa se Va,be A tem-se а0Ь = bla. 

Como exemplos de operações associativas e comutativas temos 
a soma e o produto nos conjuntos numéricos Z, Q, Re C. É de fácil 
verificação que a composição de funções define uma operação não co- 
mutativa no conjunto F(R) de todas as funções f:R -> R. 

Existe um ramo de álgebra que se dedica ao estudo das estruturas 
algébricas não associativas porém ele foge inteiramente aos nossos 
propósitos. 

É fácil verificar que se А = {а,Ь} e O é a operação definida por: 
аФ@Ь = bOb = b e аба = bOa = a então O é uma operação em A não 
comutativa e não associativa. 

De modo análogo podemos introduzir a noção de produto car- 
tesiano de mais de dois conjuntos e deixamos isso por conta do leitor. 


EXERCÍCIOS 


1. Seja A um conjunto não vazio e P(A) o conjunto das partes de A. 
Dizemos que um conjunto não vazio P c P(A) é uma par- 
tição do conjunto A se: 
(i) VB,, B; P, В, + B, = В, oB, = Ø 
(i) UB=A4. 
BP 
Prove que: sè х, ує A e definimos x ~ y +3 Be P tal que x, y € B, 
então ~ define uma relação de equivaléncia no conjunto А. Mais 
ainda, 4/. =P. 
2. Seja A um conjunto não vazio e ~ uma relação de equivalência 
em A. Prove que 4/. é uma partição do conjunto А. 


3. Sejam A,, A5, ..., 4, conjuntos. Definimos 


ARMADA 50 4, aa, 00) ae A, i=1,2,:,n) 


onde, 

(a, 05, ...,4,) =(b,,b,,...,b,) <> a; = by, Vie (1,2,...,n). 
E chamamos A, x 4, x ... x A, de produto cartesiano dos con- 
juntos 4,,4,,...,4,. Se А = A, = А, =... = А, esse produto 
é denotado por A". Pergunta-se: 
É P(R x R) — P(R) x P(R)? Justifique! 
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4. Se А = {0,1} e B = {0,2,3}. Calcule P(A x B) e P(A) x P(B). 
5. Dé 3 exemplos de relações binárias no conjunto R dos números 
reais tais que no 1.º exemplo, a relação não seja reflexiva; no 2.º 
exemplo, não seja simétrica e no 3.º exemplo, não seja transitiva. 
6. Seja f: X — Y uma função. 
Prove que: 
XpX2€X, x, ~ x4 e f(x) = f) 
define uma relação de equivalência no conjunto X (Nesse caso 
dizemos que — é a relação de equivalência induzida por /). 


7. Descreva as classes de equivalência e os conjuntos quocientes em 
relação a — induzida pelas seguintes funções: 


a) f:R > R 

x мэ f(x) 2x? – 5x + 6 
bf:Z> 2 

x мэ f(x) = x? — 7x + 10 
Of: RxR=>R 


(х, y) мэ fes у) = y 
d) f:R x R> R 


(х,у) мэ fes у) = + yx? + y? 


8. Prove que (x, y) ~ (х, y) <> ху = ху define uma relação de equi- 
valência no conjunto Z x Z^ onde Z^ = Z — (0). 


9. Dé exemplo de relagóes de equivaléncia em um conjunto X 

tais que: 

a) XJ. = (X) 

b) x-íx)VxeX 

c) X seja um conjunto infinito e o conjunto X/. contenha exata- 
mente 11 elementos. 

d) X seja um conjunto infinito e X/_ também seja um conjunto 
infinito. 


10. Teste a validade das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva 
para as relações binárias definidas através dos seguintes subcon- 
juntos Q c R x R — R? (plano real): 

a) Q-((;yeR?:x20ey20) 

b) Q = (х y) eR :y = x} 

с) Q =((xyeR?*:x<0e y >0) 

d) Q = (х, y) eR? :x? + y? < 1) 

e) О = região dos pontos (x, y) do plano tais que 1 > y- x> – 1 
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Uma relagáo < entre pares de elementos de um conjunto А diz-se 

uma relagáo de ordem parcial em A se: 

(1) x xVxeR 

in х «уле као жу Ve MEA 

(li) x<yey<z>x<z Vx, y, ZE A 

Uma relação de ordem parcial diz-se total ou linear se (iv) V x, ye A, 

tem-se x y OU y <x. 

Prove que: 

a) x € y=(y— x) é não negativo, define uma relação de ordem 
total no conjunto Z. 

b) Se A = F (R) é o conjunto de todas as funções reais f : R > R. 
Entáo: 


f <а« fix) < gx)YxeR 


define uma relação de ordem parcial em A que não é total em A. 


CAPÍTULO II 


OS NÚMEROS INTEIROS 


Neste capítulo apresentaremos uma visáo algébrica dos números 
inteiros e para isso admitiremos conhecidas as propriedades elementares 
do conjunto Z. 


51 Propriedades elementares 


No conjunto Z estão definidas as operações de soma e produto 


+:2х2 У 7 e «:Z2xl=>l 
(х,у) xy (х,у) мэх,у 


as quais gozam das seguintes propriedades: Vx, y, z € Z, 
(i) (x + y) + z = x + (y + 2) (associatividade da soma) 
(ii) 30€Z tal que x + 0 = 0 + x = x (existência do elemento neutro) 
(iii) 3 —xeZ tal que x + (-x) = (—х) + x =0 (existência de in- 
verso aditivo de cada elemento хє 2) 
(iv) x + y = y + x (comutatividade da soma) 
(v) (x+ y)" z = x-(y*z) (associatividade do produto) 
(vi) 31є2 tal que х.1 = 1-х = х (existência da unidade em Z) 
(vii) x+y = y* x (comutatividade do produto) 
(viii) х. (у + z) 2 x«y + x» z (distributividade do produto em relação 
à soma) 
(ix) x-y=0>x=0 ou у = 0 (Z não possui divisores de zero) 


Veremos mais tarde estruturas algébricas que não satisfazem a 
propriedade (ix), isto é, estruturas com divisores de zero (que são 
elementos não nulos a e b tais que a* b = 0). Usaremos a notação xy 
em vez de х• y, para simbolizar o produto dos elementos x e y em Z. 

Por possuir essas 9 propriedades acima dizemos que Z munido 
da soma e produto é um (domínio de Integridade. 

Mais adiante essa noção será definida com toda a generalidade. 
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82 Boa ordenação e algoritmo da divisão 


Em Z existem as noções de “ordem” < e de módulo | |, as quais 
admitiremos com algumas de suas propriedades básicas. Com o obje- 
tivo de demonstrar o algoritmo da divisão de Euclides iniciaremos 
esse parágrafo admitindo o princípio da boa ordenação em Z. 


Princípio da boa ordenação: 


Todo subconjunto não vazio S de Z de elementos não negativos 
possui um primeiro elemento, isto ё, 3 xo € 8 tal que ixo xxVxeS. 

Vamos agora provar algumas propriedades de Z usando o prin- 
cípio da boa ordenação. 


PROPOSIÇÃO 1. Não existe inteiro m tal que 0 « m « 1. 


Demonstração. De fato, suponhamos por absurdo que existe tal me Z, 
0<m<l. 


Assim o conjunto S=(meZ:0<m< 1} é não vazio e pelo 
princípio da boa ordenação 3x,€S tal que xy < x Ухє$. Como 
хо € $ temos 0 < xy < 1 e daí segue que O < x2 < xo < 1 e isto con- 
tradiz а minimalidade de x¿€S. E 


PROPOSIÇÃO 2. (Indução — 1.º forma). Suponhamos que seja dada 
uma afirmação a(n) depen- 

dendo de ne N tal que: 

(i) a(0) é verdadeira. 

(ii) Para ke №, a(k + 1) é verdadeira sempre que a(k) for verdadeira. 


Então, a(n) é verdadeira YneN. 


Demonstração. Seja S o conjunto dos inteiros тє № tais que a(in) 
seja falsa, e suponhamos que S  @ . Pelo princípio 
da boa ordenação 3 x, € S tal que xy < m V me S. Como a(0) é verda- 
deira, por hipótese. temos que 0@$ e portanto x, > 1; mais ainda 
como xy — 1 5 temos que а(х, — 1) é verdadeira. Agora pela hipó- 
tese (ii) segue que a(xp) = al(xo — 1) + 1] é verdadeira o que é uma 
contradição. Logo S = @ e a Proposição 2 está demonstrada. ш 
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PROPOSIÇÃO 3 (indução — 2.º forma). Suponhamos que seja dada 
uma afirmação a(n) depen- 
dendo de ne № tal que: 
(1) a(0) é verdadeira. 
(ii) Para cada inteiro т > 0, a(m) é verdadeira sempre que a(k) for 
verdadeira para 0 < k < m. 


Então, a(n) é verdadeira V ne №. 


Demonstração. Seja S o conjunto dos inteiros me N tais que a(m) seja 

falsa e suponhamos que S é não vazio. Como acima, 
3x,€S tal que xy € xVxeS, e pela hipótese (i) xy > 0. Portanto, 
a(k) é verdadeira УК, 0 € k « x, e (ii) nos dá uma contradição. ш 


Observe que as Proposições 2 e 3 poderiam ser enunciadas a 
partir do inteiro 1 em vez de zero e nesse caso a hipótese (i) seria a(1) 
é verdadeira. As mesmas demonstrações funcionam com as devidas 
modificações. 


TEOREMA 1 (Algoritmo da Divisão). Sejam n, de N e d > 0. Então 
existem únicos q, r € N, tais que 
=qd+re0Os<r<d. 


Demonstragáo. Provaremos a existéncia usando indugáo (2.* forma) 
[sobre п. 


Se n < d existem q = 0, r = n, assim podemos assumir n > d > 0. 

Então temos 0 < n — d < n e pela hipótese (ii) de indução (2.º 
forma) segue que 3q,, re № tais que n — d = q, d + r onde 0 <r < d 
e dai segue que n = (q, + 1)4 +r onde 0 € r < d. Assim existem 
а =, + 1 e reN como queríamos demonstrar. 

Provaremos agora a unicidade. Suponhamos que existam q,, гү, 
q5r;€Ntaisquen = 4,1 +r,0<r, < den = 41 + RO < r, «d. 

Daí segue que, qud + т, = q;d + r onde 0 < ғ, < deO < г, <d. 
Como d > 0 é suficiente provarmos que г, = r, pois nesse caso teríamos 
qıd = q5d ou seja q, = 4. Suponhamos por absurdo que р; # rz 
por exemplo r; > ғ. Nesse caso teríamos 


0 < r45 ғ = (9 — qd. 
Mas também г, — г; < d pois г, < d е r, < d, e daí segue que: 
0cr,—r,-—(q;—q)d «d 


o que é um absurdo, e isto termina a demonstração do Teorema 1. @ 
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Observem que na demonstração do Teorema 1 a afirmação a(n) 
usada na indução foi a seguinte: 
“3q,reN tais que n = qd + r, onde 0 < r < d". 


EXERCÍCIOS 


1. Enuncie as Proposições 2 e 3 a partir do inteiro 1 e prove por indução 
as seguintes fórmulas: 


aj 1+2+. TES inteiro. 


AUE li ams IT шыл 


c) гаван [0D] 


Уп > 1 inteiro. 


2 


d)1+3+..+(Qn-1)=n? 
2. Prove que o conjunto S = (meZ:7 < m < 8} ё vazio. 


! 
3. Se mne N e n > m definimos Pm ende 
m (n — m)! m! 
n! = n(n — 1)...3-2-1 sen > 1 e 0! = I. Prove (рог indução 
sobre n) a seguinte fórmula onde n 2 m > 1 sáo inteiros: 
CONOR 
т— 1 т п 
4. Se x, yeZ e nen. Prove por indução sobre n que: 


(+ у) = х" + (уназ Toc (7) x Уу sy, 


(Sugestáo: Use o exercicio 3) 


un 


. Sea a + 0є2 e men. Definimos potencia não negativa de a do 
seguinte modo: 


a? = 1, al = а, a" —a-a...asem 22. 
TS 


m vezes 


—] 
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Prove que: 
a) a". g^ = qnt" Vm, neN 
b) ("у= gr Vm, neN. 


6. Prove, por inducáo sobre n, que п? + 2n é sempre divisível por 3. 


7. Se A = (1,2, ..., n) denotamos por P(A) o conjunto das partes de 
A, ie, Р(А) = (B:Bc A). Prove que |P(A)| = 2", onde |X| 
denota o número de elementos do conjunto X. 


8. Se n é um natural ímpar. Prove que n? — n é sempre divisível por 24. 
83 Ideais e M.D.C. 


Neste parágrafo vamos provar a existéncia de Máximo Divisor 
Comum em Z e para isto vamos definir a noção de Ideal do domínio 7. 
Seja J < Z. Dizemos que J é um ideal de Z se as seguintes condi- 
ções são satisfeitas: 
(i) 0є7 
(0) xyeJ=>x+yeJ 
(ii) xe J = —xeJ 
(iv) reZ, xeJ=rxeJ. 
Observe que as condições (i), (ii) e (iii) poderiam ser substituidas 
pelas condições 
() JØ 
ii) myeJ=>x—yeJ. 
De fato, se xeJ 4 Ø então 0 = x — xeJ por (ii). Agora se 
xeJ então — x =0 — xeJ, e finalmente se x, ye J temos x, — ye J 
e daí segue x + y = x — (— y)eJ como queríamos demonstrar. 


EXEMPLO 1. Se n é um número inteiro qualquer, então o conjunto 
de todos os múltiplos inteiros de n é um Ideal de Z. 
De fato, seja J = (nk: ke 7} o conjunto de todos os múltiplos 
inteiros de n. Então segue que: 
(Y 0=n-0€J + 05 
(i) x = nk, y =nreJ=>x-— у =n(k — r)eJ 
(iv) reZ, x=nkeJ =>rx=xr=n(kr)jeJ 
Observe que no Exemplo 1, se п = 0 temos que J = {0} é um ideal 
deZ,esen=1,J=1.Z = Z é também um ideal de Z. Esses ideais são 
chamados de ideais triviais de Z. Se J é um ideal de Z tal que (0) 4 J + Z 
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dizemos que J é um ideal próprio de Z. Por exemplo J =2-Z = 
= {2- k : ke Z} é um ideal próprio de Z. E usual a notação п, Z para o 
ideal dos múltiplos inteiros de n. 


EXEMPLO 2. Se n,,n,,..., n, São números inteiros quaisquer então 
o conjunto de todos os números inteiros da forma 
nir, +... + ny onde r;,...,r, São inteiros, é um ideal de Z. 
De fato, seja Ј = (n,r, +... + ny, :1¡€Z). Então segue que: 
(Y 02 n,-04 ... n,*0€J * Ø 
(i) х= nr, +... + ng y = NS, +... + тє = 
—x-—y-n|(rn-s)-c..-nír—s)eJ 
(iv) reZ, x = пг +... + ngr EJ => 
>rx=xr=nyryr)+.. + n(rgp)eJ. 


É usual a notação n,Z +... + nZ para o ideal J. 

O Ideal n-Z dos múltiplos do inteiro n é também chamado de 
Ideal principal gerado por n, enquanto o ideal n,Z + ... + n,Z é chamado 
de ideal gerado pelos inteiros ny, ..., n. 

Antes de demonstrar a existência do Máximo divisor comum em Z 
provaremos o seguinte Teorema: 


TEOREMA 2 (Z é um domínio principal). Todo ideal de Z é principal. 


Demonstração. Seja J um ideal de Z. Se J = (0) então J é um ideal 
principal gerado por 0. 


Suponhamos que J 4 (0). Assim existe 0 % x € е pela proprie- 
dade (iii) temos —x € J e portanto | х |€ J, | x|.> 0, ou seja, o conjunto 
S dos inteiros > О pertencentes à J é não vazio. Pelo princípio da boa 
ordenação 3 d € J, tal que d é o menor inteiro > 0 em J. Vamos provar 
que d-Z =J. 

Claramente 2:2 c J pois se deJ e neZ então dr =rdeJ 
por (iv). Assim é suficiente provarmos que J с 4.7. 

Seja x € J. Pela propriedade (iii) temos que | x | e J e pelo Algoritmo 
da divisão temos que 3q,reZ tais que: 


Ix| 244 *r onde arsi 
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Daí segue que 0 < r = |х| – qd < d. Como |x| e q-4€ J temos 
re e 0<r<d. 

Pela minimalidade de d segue quer = Oe portanto | x| = q-ded-Z 
e novamente por (iii) teremos xe d-Z (desde que d- Z é também um 
ideal), como queríamos demonstrar. ш 


TEOREMA 3 (Existência de M.D.C. em Z). Sejamn, nz, ..., ny inteiros 
não nulos e seja J =n, Z + 
+... + nZ o ideal gerado por п}, ..., Ny. 


Se deZ é tal que J = d- Z então são válidas as seguintes afirma- 
ções: 

(а) 3r, ...,r, eZ tais que d = nyr, +... + ny 

(b) d é um divisor comum de n}, ..., nj. 

(c) Se d' é um divisor comum qualquer de n, ..., n, então d' é 
também um divisor de d. 


Demonstração. (a) Sai imediatamente da igualdade d-Z = n,Z + 
+... +nZ e do fato ded-Z. 


(b) Seja ie (1,..., kj e deZ 2 nZ +... + nZ então é claro que, 
nen Zen Z+...+n,2+...+n,2=d*Z 


e portanto 3r,eZ tal que n; = dr; isto é, d é um divisor de cada ль 
E= Б 
(с) Seja d um divisor comum qualquer de 


jy Mos ¿Mis Assim, 3r, P: 12, K 


tal que n; = d':r, ou seja: nZ с d'ZVie(1,2,...,k) e dai segue 
imediatamente que: 


mZ+...+n 2 = 17 <dZ 


e portanto: de d' Z, isto ё, re Z tal que d = d'r e isto demonstra o 
item c) do Teorema. m 

Um número satisfazendo as condições dos itens b) e c) do Teorema 
3 diz-se um M.D.C. de n,,n,,...,n, em 2. 

Observe que se d é um M.D.C. de пу, nz, ..., n, em Z então —d 
também o é pois dZ — —dZ. É claro também que em Z existe um único 
M.D.C. positivo de n,,n,,...,n,, (e nesse caso dizemos o M.D.C. de 
пу, п), ..., п) о qual denotaremos por M.D.C. (n, ...,n,). Assim, pelo 
item a) do Teorema 3 se d = M.D.C. (n,,..., п} então existem inteiro 
D,,...,r, tais que d = пг +... + пуу. 
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Se 1 = M.D.C. ín,...,n,j dizemos que n,,...,n, são relativa- 


mente primos em Z e pela observação anterior 3r,,...,r, tal que: 


1 = п +... + пугу. 


EXERCÍCIOS 
1. Definindo, 
[|:Z>N 
_ ja se az0 
alo] aliaa а<0 
Prove que: 


а) |а| >20 VaeZ; |а| =0=а=0 
b) la+bl<|al+|b| VabeZz 
с) la - Ь|=|а|.|Ь| VabeZ 
d) la — b| > lla] 16| VabezZ. 


. Dados a,be N — (0). Aplicando sucessivamente o algoritmo de 


Euclides temos: 

a=qb+ri,  0<r,<b 
b=qgrn+r, 0O<r,<r, 
ri = 937 +r} 0<r3<r, 


Ty = duaalkei +» OS о < + 
como r; >r, >r} >... >т, 7 у Z0 temos que existe um 
primeiro inteiro s tal que r,,, = 0. Prove que r, = M.D.C. (a, b). 


. Usando o exercício anterior. Calcule M.D.C. (180,252). 
4, Calcule r e seZ tais que M.D.C. {a,b} = ra + sb nos seguintes 
casos: 
а)а=21; b = 35. 
а= 11; Ь = 15. 
с) а = 180; b = 252. 


. Prove que se а, beZ edr,seZ tais que ra + sb = 1 então M.D.C. 


fa, b)-= 1. 


. Prove que se a>0 e b,ceZ então, 


M.D.C. (ab, ac) = a» M.D.C. {b, с}. 


. Demonstrar que: 


Se M.D.C. {a,n} = M.D.C.{a,m} = 1 então M.D.C. {a,mn} = 1. 
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8. Demonstrar o algoritmo da divisáo quando o divisor d é negativo. 
Que nesse caso o resto r satisfaz 0 < r < |d]. 


9. Quais dos seguintes subconjuntos 7 de Z abaixo são ideais de Z: 
a) I = {meZ :alguma potência de m é divisível por 64). 
b) 1 = {me Z : MDC. (7, m] = 1]. 

c) I = (me Z :m é um divisor de 24). 
d) I = {тє 7:24 é um divisor de m}. 
e) I = {meZ :6m e 24 m2). 
f) I = {meZ :21-m é divisível por 9). 
10. Se I,, I5, ..., I, são ideais de Z. Prove que: 
а) 0 I50 ...^ I, € um ideal de 2. 
b) I, +L +- +I, = {x xe txixgelj. 
j=1,2,...,r), é um ideal de Z. 


11. Identifique q tal que Z,^ Z, = Z-q. 


12. Se I, <I,<...<I¡Sl¡4, <...sáo ideais de 2. Prove que: 
U 1, =J € um ideal de Z. 
r=1 

13. Prove que: se I Z J e J £ I onde I e J são ideais de Z entáo I u J 
náo é um ideal de Z. 


14. Seja I um ideal de Z. Prove que se 1€] então I = Z. 


$4 Números primos e Ideais maximais 


Sejam 4 e п elementos de 7. Dizemos que d é um divisor de n em A 
e escrevemos d\n, se 3 Бє Z tal que n = d b (nesse caso também dizemos 
que n é um multiplo de d). Dizemos que um inteiro p é um número primo 
de Z se p X + 1 e os únicos divisores de p são + 1 e + p. Observe 
que esta definição de número primo é equivalente a seguinte: 
peZ é um número primo se p # + 1 e toda vez que р = ab, com 
a,beZ, então a = +1 ou a = + p. 

Vamos agora provar duas proposições que nos serão úteis no 
próximo parágrafo. 


PROPOSIÇÃO 4. Se um número primo p não é um divisor de um 
número inteiro n, então 3 r, s € Z taisquerp + sh = 1. 
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Demonstração. Seja d > 0 о M.D.C. de p e n, isto é, d = M.D.C. їр, п). 

Pela definigio de M.D.C. temos que d é um divisor 
de р e portanto d = 1 ou р. Mas como din e р não divisor de п, temos 
que d = 1 e a proposição segue pois led-Z = p:Z4 nZ. ш 


PROPOSICAO 5. Todo número primo que divide um produto divide 
pelo menos um dos fatores. 


Demonstração. Suponhamos que pab e que p não é divisor de a e 
vamos provar que pb. De fato, pela proposição 1 segue 
que 3r,seZ tais que, 


рг +а5 = 1 
e multiplicando ambos os membros da igualdade рог Б, temos que, 
pelreb)+ (a-b)=s =b 
€ portanto pib. E 


Vamos agora definir a noção de ideal maximal em Z e relaciona-la 
com números primos. 

Um ideal 4 de Z diz-se um ideal maximal ет Z se MA Zese J é 
um ideal de Z tal que 


MJ<Z então Ј = M ou J = 2. 


Em outras palavras, um ideal 4 £ Z de Z é dito maximal se os 
únicos ideais de Z contendo .// são M е Z. 


TEOREMA 4. Se рє e J — p-Z então as seguintes condições são 
equivalentes: 

(i) p € um número primo. 

(1) J =p-Z é um ideal maximal em Z. 


Demonstração. (i) > (ii): Seja p um número primo e J = р. Z. Vamos 
provar que J é um ideal maximal em Z. De fato, seja 
I um ideal de Z tal que, 
Seek 


Pelo Teorema 2 do parágrafo 3 temos que existem inteiros n tal 
que І = n:Z. 
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Assim, pep- Z c nZ, e daí segue p =п,К para algum kez, 
e portanto mp e teremos n = +1 ou n= +p. 

Sen = +1 vem I =Z ese n= +p vem I = J como queriamos 
demonstrar. 

(ii) = (i. Suponhamos J = pZ um ideal maximal em Z, e seja 
d um divisor de p, isto é, p = d- b onde be Z. Vamos provar qued = +1 
ou d = +p. а 

Сото J = pZ A Z segue que р # +1. 

Agora, seja р = d- b, então é claro que se I = d» Z teremos pel 
EJcIcZ. 

Como J é maximal, por hipótese, segue que: 


Ј=р:2=4:2=1 ou I-d:Z-Z. 


Na primeira possibilidade de pZ, ou seja d = р:а, e daí segue 
que p = p-a» b, e como p % 0 segue a-b = l,a, b, € Z. Assim, teremos 
que а= + 1, b = + 1, e isto finalmente nos diz que d = + p. 

Na segunda possibilidade dZ = 2 segue imediatamente que 
d — +1. Assim acabamos de provar que os únicos divisores de p 
são +1 e + p, isto é, р é um número primo. M 


85  Fatorizacáo única 


Antes de enunciarmos o teorema principal deste parágrafo, vamos 
fazer uma observação. 

Seja neZ, ue(—1,1) e p,,...,p, números primos positivos. 
Vamos usar a expressão п = u- p, ... p, de tal modo que incluiremos 
na mesma a possibilidade n = + 1 no caso de k =0, e n = + p, 
no caso de К = 1. 


TEOREMA 5 (Z é um Dominio Fatorial). Todo número inteiro não 
nulo n pode ser escrito na 
forma, 
п =u-p,...py onde ue[—1,1) ep, <р, <... X p, 


sdo nümeros primos positivos (nào necessariamente distintos). Mais 
ainda, essa expressão é única. 
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Demonstração. Claramente é suficiente provarmos o teorema para 
пећ — (0) = {1,2,...,т,... e nesse caso u=1l ea 
expressáo se reduz a 


n = Pi" Pa --- Po Pi E P2 E + É р, primos > 0. 


Vamos primeiramente provar que n pode ser escrito como acima, 
e a demonstração será por indução sobre n. 

Se n = 1 temos que n = u’ p; „рый =1ек= 0. 

Vamos agora supor que todo número inteiro m, 1 < т < n pode 
ser escrito como produto de primos. Vamos provar que п também 
pode ser escrito como produto de primos. 

Suponhamos, por absurdo, que n náo pode ser escrito como pro- 
duto de primos. Entáo n náo é um número primo, e assim existem 
divisores d e 4 de n tais que: n = d*d', 1 « d, а < n. 

Pela hipótese de indução segue que, d = 4; 9...9, 41 < 42 < 
X ... € 9, são primos positivos, @ = q *4)-.. q% qd, € q) < ... q, são 
primos positivos. 

Daí segue, 


п= 1:1 = (q1...4)* (di ... 42 


e rearranjando os números primos q;,,.. 
crever, 


r qi» --- q, podemos es- 


п =pP;*P2---pPk onde k=r+s 


ер, <р, <... € p, como queriamos demonstrar. 


Vamos agora demonstrar a unicidade da expressão п = u* p; ... рь, 
иє{—1,1} e р, <... < p, primos > 0. 


De fato, seja n = u*p, ... Pi ру <р: € ... € p, primos positivos 
e n =u" -Pi -Po Pi <р, <... < р, primos positivos. 
Assim, 

ир... py =W t pes руи = и 
Dye Pk = Pi --- Ps- 

Vamos agora provar que isto implica que k = se p; = pp i = 1,2, ..., k. 

A demonstração será por indução sobre o inteiro К. 

Seja k = 1. Nesse caso teremos p, = p; ... p, e isso nos diz que 
PN, е сото são primos positivos segue que p, = p, e portanto 
s-l-kep,-p,. 


e 
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Suponhamos agora verdadeira a unicidade toda vez que tivermos 
um produto de г fatores primos positivos onde 1 <r < К e vamos 
provar a unicidade para k fatores primos positivos. 

Temos, P,*P>---Px = Di*p3 ,.. Ph k > 2. Pela Proposição 5 do 
parágrafo anterior segue que 3j, 1 < j < s tal que p,p;, e como são 
primos positivos segue que p, = р, para algum j, 1 < j < s. De modo 
análogo p = р; para algum i, 1 € i € k. 

Agora сото p, € p; <... X p, e Ph <р, <... < р, segue que 
Di = D. 

Então teremos, p;...p, = ph ...p, e dai segue pela hipótese de 
indução (г = k — 1) que: k — 1 = s — 1 e p, = Ph, ..., p, = рү, e assim 
concluimos que k = s e mais p; = р;, i = 1,2, ..., k, como queríamos 
demonstrar. 


É conveniente reunirmos os fatores primos iguais na expressáo 
de um inteiro como produto de primos. 

Assim, se n > l, n= p,...p,, podemos reescrever a expressão 
acima e obtemos 


m2 


n—-qy:qy..qp onde д Sq <... <q, 


são os fatores primos distintos de n, e pelo Teorema 1 os números 
inteiros positivos m,,....m, são univocamente determinados pelo 
inteiro n. ш 


PROPOSIÇÃO 6. O conjunto de números primos é infinito. 


Demonstração. É suficiente provarmos que o conjunto de números 
primos positivos é infinito. 
Suponhamos, por absurdo, que existem um número finito, 
Pis ---»Pn de primos positivos. 
Se m = p, ... p, + 1, existe pelo teorema 1, um primo p tal que 
divide m. Se p = p; para algum i, então p divide 1, contradição. m 


Seja n = рт"... p onde p,, ..., p, São os primos divisores distintos 
de m, e cada m; > 0, i =1,...,r. Sed > 1 é um divisor de n, então é 
claro que os fatores primos de d pertencem ao conjunto {p}, ..., p,). 
Assim, convencionado х° = 1 para x inteiro nào nulo, podemos con- 
cluir que d pode ser escrito na forma 


d-—pps*py.ep onde 0<m<m,, 
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Desses argumentos acima podemos concluir imediatamente a 
seguinte proposição: 


PROPOSIÇÃO 7. O número de divisores de um número inteiro não 
nulo é finito. E 


EXERCÍCIOS 
1. Sejam m =qf'...q e n =q!'... q! onde q;,..., q, são números 
primos e a,,...,4,b,,...,b, são inteiros > 0. 


Prove que M.D.C. {m, n } = 47 ...q? onde С, = min (a; bj). 
2. Sejam J yy Dos ..., J,, --. ideais de Z. Prove que: 


Jj,cJ;c..cJ,c...-3 meN tal que J,=J,Vk>m. 
3. Se J,=2'.Z Mostre que: 


Di IR Hg 9,8. 


4. Generalize o exercício 3 para primos p > 2. 
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Se J = n° Z, a relação = (mod п) pode também ser definida por, 

xx EZ, х = x(modn)<x — x'eJ 
e nesse caso usaremos a notação х =x + J = {x + kn:keZ} para 
classe de equivalência de x em relação a = (mod n). Usaremos também 


Le 2), ou Zh. z para simbolizar o conjunto quociente de Z pela relação 
= (mod n). 


PROPOSIÇÃO 8. Se neN — (0) então Z, = (0,1,...,n— 1) é um 
conjunto contendo exatamente n classes de equiva- 
léncia. 


Demonstração. Primeiramente vamos provar que se 


O<x<y<n então X z y. 


De fato, seja 0 < х < y < n. Pela Proposição 1 do parágrafo 3 do 
capítulo 1, temos que y = x < y = x(modn)=>0< y — x = К.п para 
algum keZ. 
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Agora como 0 < x < у < n temos que y — x não pode ser múl- 
tiplo de n, ou seja, y # x. 


Assim (0,1,...,n— 1) c 2, é um conjunto contendo exatamente 
n elementos. Para provarmos a igualdade 2, = (0,1,...,n— 1) é 
suficiente mostrarmos que: se xe Z, então xe (0,1,...,n — 1). Po- 


demos escolher k inteiro positivo suficientemente grande tal que 
X = х + ken seja não negativo. Mas é claro que х = x (mod п). e 
daí segue que х = x. 

Assim é bastante provarmos que X e (0,1,...,n — 1} com x' > 0. 
Pelo algoritmo da divisão temos que, 3q,r€Z tais que x =q-n+r 
onde 0 <r <n. 

Mas então x — r = qn ou x =r(modn) e portanto x = х =7 
e 0<r<n como queriamos demonstrar. E 

Observe que se п = 0 então = (mod 0) significa igualdade em Z 
e Z,=(X:xeZ), é um conjunto infinito. Observe também que 
= (mod n) define a mesma relação que = (mod — п). 


PROPOSIÇÃO 9. Seja neN. Se х = х (modn) e у= y (mod n), 
então: 
(a) х+у= х + у (modn) 
(6) х. у= х • у (modn). 


Demonstração. Por hipótese temos х — x = ken e y— у =sen. 

(а) (х + у) - (x + y) = (х — х) + (y — y) = (k * 5): п e portanto 
х+у= х + y (mod n) 

(b) x= y = (x + km) (у + зп) = ху + (x's)n + (уп + (ksn)n. 


Portanto, 
ху ху = (x's + y'k + Кзп)+п 
isto é, x.y = x'»y' (mod nm), como queríamos demonstrar. E 
Como corolário imediato da Proposigáo 9 segue a seguinte pro- 
posicáo. 


PROPOSIÇÃO 10.'Seja ne N. Sex 2 еў = y então: 


(a х+у=х +y (a classe da soma independe dos repre- 
E sentantes das classes das parcelas) 

(b) x-y=x'* y (a classe do produto independe dos repre- 
sentantes das classes dos fatores). 
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TEOREMA 6. Seja n um número inteiro > 2. 
(а) FZ XZ, 2, STEIN 
(у) Mx + y =X + (х,у)мэх-у=х.ў 
definem duas operações (denominadas soma e produto) no conjunto 
Z, — {0,1,...,п = 1). 

(b) As. operações acima definidas gozam das propriedades de 
(i) até (viii) enunciadas no parágrafo 1 desse capítulo. 

Por isso dizemos que Z,, +,+ é um апе! comutativo com unidade 1. 

(с) O anel Z,, +,- é um domínio de integridade (isto é, sem divi- 
sores de zero) <> n é um número primo. 

(d) Se n — p é um número primo então 2, = (0,1,...,p — 1) 
[além das (IX) propriedades enunciadas no parágrafo 1 desse capítulo] 
goza da seguinte propriedade: 

(x) Se 0% xeZ, então 3ує2, tal que x-y = y-x = Т [isto é, os 
elementos diferentes de O possuem inverso multiplicativo]. 


Por isso dizemos que 2, = {0,1,...,р — 1) é um corpo. 


Demonstração. (a) Pela Proposição 10, as regras: 


х+ў=х+у € х:у=х:у 


definem operações no conjunto Z,. 


(b) Vamos provar que Z,, + ,- possui as seguintes 8 propriedades 
abaixo: sejam x,y,z€Z,, 

(i) associatividade da soma. 

(х+ў+2=х+(у+7) 

Vamos desenvolver o primeiro membro da igualdade e entáo 
chegar no segundo membro, (X + у) + Z = (x + у) +2 = (х + у) +z 
€ agora pela associatividade da soma em Z temos que (X + y) + Z = 
=(x +y)+z=x + (y +z) = + ( +Z) =x + (y + 2) como que- 
riamos demonstrar. 

(ii) Existência do elemento neutro para a soma. 
Claramente temos que x + 0 =0 + X =X e portanto 0 é o elemento 
neutro para a soma em Z,. 

(iii) Existência de inverso aditivo. 
Claramente, 


x+(-3=(-3+x=0 
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(iv) Comutatividade da soma. 


х+ў=х+у=у+х=ў+Х 


(у) Associatividade do produto. 


(x. J)ez = (x+y). Z = (x+ y) z = x. (y. z) = X+ (° z) =X-(p-2) 


(vi) Existência do elemento unidade. З 
Claramente x+ 1 = 1. x = x e portanto 2, possui unidade 1. 
(vii) Comutatividade do produto. 


хў = ху = ух = у.х 


(viii) Distributividade. 


(c) Vamos provar agora que Z,, + ,- não possui divisores de zero 
<>n é um número primo. 
(=): Suponhamos que п náo seja um número primo. Entáo sabemos 
que n — а. Б onde 1 <a, b< n. Agora п = a-b implica que 
0 =й =а.Ь onde a x 0 e b 40, ou seja, se n > 2 não for primo 2, 
possui divisores de zero, ou equivalentemente mostramos a implicação 
(=). 
(<=): Suponhamos que n é um número primo, п = p, e sejam à, b € Z,. 
Se д. Б = 0 vamos provar que à = 0 ou b =0 (isto ё, 2, náo 
possui divisores de zero). 
Se а. b = Õ temos a-b = 0, ou seja, а, b = 0 (mod р), ou ainda, 
р\а, Ь e pela proposição 5 do parágrafo 4 deste capítulo teremos, 


pa ou pb. 


Se pla, а = e se pb, b = 0, como queríamos demonstrar. 

(d) Suponhamos que n — p 22 é um número primo e seja 
0% x€Z,. Podemos escolher x tal que 0 < x < p pois Z, = (0,1, 
«sp — 1). Ora, p primo e 1 < x < p implica que M.D.C. (x, pj = 1 
e portanto 3r,seZ tais que x*r-- р:5 = 1 e daí segue (passando а 
barra) que: 


xr+pes=1 


e como p=0 teremos finalmente x-7 = 1, como queríamos de- 


monstrar. E 
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Observe que Q, +,+; R, +,» e C, +,» são exemplos de corpos 
pois são satisfeitas as propriedades de (i) até (x) para esses anéis, Aca- 
bamos de ver que existem também uma infinidade de exemplos de 
corpos finitos Z,, p primo > 2. É claro que todo corpo é um domínio 
de integridade, ou seja, a propriedade (x) implica na propriedade (ix). 
Assim todos os exemplos de corpos também são exemplos de domínio 
de integridade. Finalmente Z é um exemplo de domínio de integridade 
que não é corpo e Z, quando п > 2 não é primo, é um exemplo de 
anel comutativo com unidade porém com divisores de zero, isto é, 
não são domínios de integridade. 


EXERCÍCIOS 


1. Se p é um número primo > 2. Prove que /p #0. 


2. Seja Z[/2]= (xeR:x =a+b,/2, a, b,€ Z}. Defina + e-em 
Z[,/2] como segue: 
(a+b/D+(c+d/D=[a+)+(b+d)7] 

(a+b./2) * (с + 44/2) = [ас + 2bd) + (bc + ad) /2] 

Prove que: Va,b,c,deZ, 

a) a+b/2=c+d/2ea=ce b=d. 

b) Z[/2], + ‚+ satisfaz as propriedades (1), (ii), ..., (ix) e portanto 
é um domínio de integridade. 

c) Generalize o exercício para Z[,/p), p primo > 2. 


3. Seja О[,/2] = (xeR:x =a + bA/2, a, be Q). Defina + e » de 
modo análogo ao Exercício 2 e prove que: Va,b,c,de Q, 
a) a+b/2=c+d/lea-ce b=d. 
b) Q[./2], +, satisfaz as propriedades (i), (ii),..., (ix) e (x) e 
portanto é um corpo. 
с) Generalize o exercício para ©[,/р], p primo > 2. 


4. Se M.D.C. (a, m) = 1 prove que: 
ab = ac (mod т) > b = c (mod m) 
5. Se M.D.C. (a, т) = 1, prove que: 
3 solução inteira x para a congruéncia: ax = b (mod m). 
Mais ainda, se x, é uma solução, prove que o conjunto S 


de todas as soluções da congruéncia acima é dado por F = xo + 
+ Zm= {хо + km : ke Z). 


10. 
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. Ache todos os possíveis inteiros x satisfazendo as seguintes con- 


gruências: 
a) 3x = 2 (mod 5) $ b) 7x = 4 (mod 10) 
c) 4x + 3 = 4 (mod 5) ; d) 6x + 32 1 (mod 10) 


e) 6x + 3 = 4 (mod 10); f) 243x + 17 = 101 (mod 725). 


. Prove que náo existe inteiro x satisfazendo a congruéncia 


x? = 35 (mod 100). 


. Prove que V me Z tem-se m? = 0 (mod 4) ou m? = 1 (mod 4). 


. Achar x inteiro que satisfaz simultaneamente as congruéncias: 


à) x=2 (mod 5) . b) 3х = 2 (mod 5) 
Зх = 1 (mod 8), 2х = 1 (mod 3) 
Sejam m, ne N tais que M.D.C. (m, п} = 1 e sejam a, b e Z. Mostre 
que existe inteiro x satisfazendo simultaneamente as congruências: 
x=a (modm) 
x = b (mod n). 


. Seja p um primo e 1 < n < p,n inteiro. Mostre que: 


(?)=0 (mod р). 
n 


. Use o Exercício 11 e prove que: se р é um número primo, então: 


(x + y = x? + y? (mod p) Vx, yeZ. 


CAPÍTULO III 


ANÉIS, IDEAIS E HOMOMORFISMOS 


81 Definição e exemplos 


Seja 4 um conjunto não vazio onde estejam definidas duas ope- 
rações, as quais chamaremos de soma e produto em A e denotaremos 
(como ет 2) por + e · 

Assim, 


H:AXA=>A e *:AXA A 
(a,b) ~œ a+b (a,b) ~> a*b 


Chamaremos А, +, • um anel se as seguintes 6 propriedades são 

verificadas quaisquer que sejam a, b, ce A. 

A1) (a+ b)+ c =a + (b + с) (associatividade da soma) 

A2) 30e A tal que a + 0 = 0 + a = a (existência de elemento neutro 
para a soma) 

АЗ) V xe A existe um único ye A, denotado por y = — x, tal que 
х+у=у+х = 0 (existência de inverso aditivo). 

A4) a + b = b + а (comutatividade da soma) 

AS) (a+ b)*c = a-(b-c) (associatividade do produto). 

A6)a(b+c)=ab+a-c;(a+b).c=acc+bec (distributividade 
à esquerda e à direita). 
Se um anel А, +,» satisfaz a propriedade: 


A7) 3 1€4,0% 1, tal que x-1 = 1-х =x VxeA dizemos que 
A, +,- é um anel com unidade 1. 


Se um anel A, +,» satisfaz a propriedade: 

A8) Vx, yE A, x* y = у: х, dizemos que А, +, • é um anel comutativo. 
Se um anel А, +,» satisfaz a propriedade: 

A9) x, ує А, xey =0 =x = 0 ou у = 0, dizemos que А, +,º é um 
anel sem divisores de zero. 


Se A, +,+ é um anel comutativo, com unidade e sem divisores 
de zero, dizemos que А, +,+ é um domínio de Integridade. 
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E finalmente, se um domínio de Integridade A, +,» satisfaz а 
propriedade: 
A10) УхєА, x£0, d yeA tal que x.y = y:x = 1, dizemos que 
A, +,* © um corpo. 


EXEMPLOS de Anéis Comutativos. No capítulo anterior vimos os 
seguintes exemplos de anéis: 


Z nA Ze ©, R, С, Z[/2], Q[y/ 2]. 


Observe que todos esses anéis são comutativos e os únicos anéis 
dessa lista que não possuem unidade são os n-Z, onde n >2. Por 
exemplo, 4 = 2.7 (o anel dos inteiros pares) não possui unidade. 

Os únicos anéis que possuem divisores de zero da lista acima são 
os anéis А = 2, onde n > 2 não é um número primo. Por exemplo, 
no anel Ze = 101 1, 2, 3, 4, 5) temos que 2.3 = 0, isto é, 2 e 3 são 
divisores de zero em Z,. 

ZeZ[/2]-(a- b /2 : а, beZ} são exemplos de domínios 
н М рае que não são corpos. E finalmente, ©, R, C, Q[,/2] 

, p primo são todos exemplos de corpos, sendo que os Z,, p pri- 
mos > 2, nos dão uma infinidade de exemplos de corpos finitos. 

É facil verificarmos que se substituirmos o 2 por um primo p > 2 
no exemplo Z[,/2] construiremos uma infinidade de exemplos 
Z [vr] = = {а+ b / p :a, be Z) de domínios de integridade que 
não são corpos. 

Analogamente, Q[/ p ], p primo > 2, nos dão uma infinidade 
de exemplos de corpos Q[\// p] = fa + b/p : a, be ©} interme- 
diários entre Q e R. Por exemplo, se x =a + b/p 40emQ[/p] 


РШЕ 
então 3 y = tal que x«y = y:x = 1. 


o 
Sei = JE e C então Z [i] = (a + bi: a, be Z} é um domínio 
de integridade tal que Z c Z [i] = C. Analogamente, O [i] = (a + bi: 
a, be Qj é um corpo tal que Q c Q [i] c C. 
Observe também que R [i] = {a + bi:a,b e К) étalqueC = R [i]. 
Em capítulos posteriores, veremos uma infinidade de exemplos 
de corpos K tais que Qc K c C. 
Vamos ver agora mais um exemplo de anel comutativo com divi- 
sores de zero. 
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Seja А = 2 (R) o conjunto de todas as funções f : R > R. Vamos 
definir duas operações no conjunto 4 do seguinte modo: 


HIAXA=>A , onde (f+g (х) = (х) + g(x) VxeR 
(59g wf*g 


*: AX AAA „ onde (f-g)(x) = f()-g(x) VxeR. 

UD "f-g 

Observe que a funcáo constante zero é o elemento neutro (em re- 
lacáo a adicáo) de A, e a fungáo constante 1 é o elemento unidade de A. 
As demais propriedades que definem um anel comutativo sáo clara- 
mente verificadas. Assim А = 2 (R), +, • é um anel comutativo com 
unidade. Porém se f: R — R é definida por 


f) = p se x<0 


e se у: R> R é definida por 


x^ se 0 

O se х0 
teremos, denotando a função constante zero рог 0, / # 0, g #0 е 
f-9 = 0. Assim, o anel 2 (R) ё um anel comutativo com unidade e 
com divisores de zero. 

Se denotarmos por € (R) (respectivamente 2 (R)) о conjunto de 
todas as funções continuas (respectivamente deriváveis) f: R > R, 
então de modo análogo ao anterior podemos definir as operações de 
+ e- no conjunto $ (R) (respectivamente 2 (R)) e também teremos 
que € (К), +,- (respectivamente 2 (В), +, +) é uma anel comutativo 
com unidade e com divisores de zero. 


EXEMPLOS de Anéis não Comutativos. Seja A o conjunto de todas 
as matrizes reais 2 x 2, isto €, 


4-[[: оза олеві. 
cd 


"m a b à T i 
O quadro numérico y de números reais diz-se uma matriz 
real 2 x 2. S 


Dizemos que | ^ на 0 < бт Е dem li 
q c d| le d с=с, d=d 


Anéis, ideais e homomorfismos 37 


Vamos agora definir as operações + e · no conjunto А acima o 
qual denotaremos por Mat, (R). 
Sejam a, b, c, d, a,b, с, d'eR, 


comas | b ы а b| lara b+b' 
-icia c d| diere- d+d 
dub: [4 b a b| [аа +Ьс ab 4 bd 
р аро: ed са + dc сБ + dd 
Pode-se provar que Mat, (R), +,-é um anel, onde 


0 0 
0- lo al é o elemento neutro para a +,e 1 = È 


de Mat, (R), +,+. 
Portanto Mat, (R) é um anel com unidade. 


03 ч 
0 | é a unidade 


0 
Observe que se ae Re X, = | js 


0 o): Mat, (R) então X, + X, = 


0 0 A : 
= E ol Уа, Бє К. Assim, o anel Mat, (R), +,- possui uma 
infinidade de divisores de zero. Observe também que 

0 al [fo 0 1 m» a 
| 5) = lo i = 0, ou seja, a equação X? = 0 possui infinitas 


0 0 


soluções no anel Mat, (R). 


ПР 
Consideremos agora os elementos | 0 o) e lo { de Mat, (R) 


e calculemos, 


[о odo idle ejl ollo io o 


e portanto Mat, (R), +,- é um exemplo de anel nào comutativo, com 
unidade e com divisores de zero, (generalize esse exemplo para Mat, (R), 
ines y 
Vamos ver agora mais um exemplo de anel nào comutativo. 
Seja Rt = ((a, b, c, d) : a, b, c, de R} onde 
(a, b, c, d) = (а,Ь, с, d)-a-a,b-b,c-ced-d. 
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Vamos definir as operações de soma e produto em R*. 
Sejam a, b, c, d, а, b, c, d'eR. 
soma: 
(a, b, c, d) + (а,Ь, с, d) = (а+а, b+b, c+c, dod) 
produto: 
(a, b, c, d)* (a', b', c', d") = (а — bb' — cc — dd,ab + Ба + са — cd, 
ac'+a'c+db' — d'b, ad - da' +Бс — b'c). 
Pode-se provar que Rt, +,- é um anel cujo elemento neutro é 
(0, 0,0,0) e cuja unidade é (1,0,0, 0). 
E facil verificarmos que: 
(0, 1, 0, 0). (0, 0, 1, 0) # (0,0, 1, 0) - (0, 1, 0, 0) 
e portanto R*, +, - é um exemplo de anel não comutativo com unidade. 
Vamos agora fazer algumas identificações. 


а e (a, 0, 0, 0) 
i & (0, 1, 0, 0) 
j e (0, 0, 1, 0) 
ке (0, 0, 0, 1) 


a + bi + cj + dk «> (a, b, c, d) 


Com essas identificações chegamos ao conjunto {а + bi + cj + dk: 
a, b, c, d € R} onde 


atbi+cg+dk=a+bi+cj+dkea=a,b=b,c=ced=d 


que será denotado por Quat. 
Mais ainda identificando as operações + е. teremos que (verifique) 


P cy = КЁ = ==] 
бј = j*i = = 
jek=i, k:j ——i 
kem Eks 


eas operações em Quat são definidas por: sejam a, b, с, d, а, b', c', d' ER 
soma: 


(a + bi + cj + dk) + (à + b'i + сј + d'k) = 
= (a + а) + (b + Bi + (c + с) + (d + d)k 
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produto: 


Para efetuarmos o produto é suficiente levarmos em conta as regras 
acima e usarmos a distributividade. Assim, 


(a + bi + cj + dk)- (a + b'i + сј + d'k) = 
= (аа — bb' — сс — dd') + (ab! + Ба + са — dei + 
+ (ас + са + db' — bd')j + (аа + да + Бс — cb')k. 


Portanto o anel R^, +, • pode ser identificado com o anel Quat, +, +. 

0=0+0i+0j+0k e 1=1+0:+ Oj + ОК são, respectiva- 
mente, o elemento neutro e a unidade de Quat, +,+ 

Como i» j+ j*i sabemos que Quat, +,- é um exemplo de um 
anel não comutativo com unidade. O anel Quat, +, • recebe o nome 
de anel dos Quaternios. 

É fácil provar que se 


x=a+bi+cj+dk x 0 então existe um elemento 
a — bi — cj — dk 


EPIA em Quat, +, • tal que, xy = у: х = 1. 


у= 


Assim, о anel dos quaternios para ser um corpo só falta a propriedade 
A8) (comutatividade do produto). Por isso, dizemos que Quat, +, • 
é um anel de divisáo (ou um corpo náo comutativo). 

Observe que Quat > Re mais ainda, existem 3 cópias do corpo С 
dentro do anel Quat, quais sejam, 


{a+ bi:a,be R}, [a+ cj:a,ceR) e fa+dk:adeR). 


Como última observação podemos dizer que em Quat, +, • exis- 
tem infinitas soluções para a equação X? = — I. 

Provaremos mais tarde que, em um corpo, o número de soluções 
de uma equação polinomial é limitado pelo grau da equação. 


EXERCÍCIOS 
1. Prove todas as afirmações feitas nos exemplos do $1. 
2. Calcule os divisores de zero nos seguintes anéis: 

Lo, Zs, Zig € 260: 


3. Seja num inteiro > 2esejaxe Z, — (0,1,..,n—1), 0<x<n. 
Prove que: 
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3ує2, tal que x-y =y-x=T=M.D.C. (x, n] = 1 (isto é, os 
elementos x,0 < x < n, invertíveis ет 2, são aqueles tais que 
M.D.C. (x, n} = 1) 


4. Seja f : Z > Z uma função tal que f(x+ y) = f(x) + f(y) Vx, yeZ 
€ f(x* y) = f(x)-f(y) Vx, yeZ. Prove que ou f = I; é a função 
identidade de 7 ou f — 0 é a função constante zero. 


5. Seja f : Q — О uma função tal quef (x+ y) = f(x) + f(y)ef(x- y) = 
= f(x)*f(y) V x. ye ©. Prove que ou f = Ig ou f = 0 é a função 
constante zero. 


6. Sejaf: R ^ R uma função tal que, Vx, ye R, f(x+y) = f(x) + 
+ f(y) e f(x» y) = (х) (у). Prove que, se f é continua então ou 
/ = Ig ou f — 0 é a funcáo constante zero. 


7. Prove que se А, +,- é um anel qualquer então são válidas as se- 
guintes propriedades quaisquer que sejam x, y, ze A: 


а) 0-x =x-0=0 mais ainda se 3 1eA 
b) —(x-y) = (=x)- y =x+*(—y) entáo, 

c) (х): (у) = ху 0 (“1-х = -х 
d)x:(y-z) = ху – xez 2) (-1)-(+1) =1 

е) (у—2)+х =у-х—2-х h) (—1)-(—x) =x 


8. Seja A, +, • um anel qualquer. Vamos definir potência de um ele- 
mento xe 4 (usando a associatividade do produto) do seguinte 
modo: 


AE, e о DD. 


Prove as seguintes propriedades Ym, neN — (0) 


m+n 


a) x 2n DM 
b) (x* y)" = x". y" se xey = у.х 
€) (xy = E 


n n! 
onde 7) — 
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. Seja p um número primo > 2 e seja Z[/p]=(a+bvVp: 


a, be Q}. Vamos definir uma soma e um produto em Z [\/ p ] do 
seguinte modo: 

soma: (a+ b/p)+(c+d/p)=(a+c)+(b+d)/p, a, b, 
cdeZ 


produto: (a + b/p)(c+d/p) = (ас + pbd) + (bc + ad) / p, 
а,Ь, c, d € Z. Prove que: Z[/ p ], +,-éum domínio de integridade. 


. Seja p um número primo e seja Q[/p] = (a + b V p :abeQ). 


Defina soma e produto como acima e verifique que Q [V p], +,+ 
€ um corpo. 


. Mostre que o anel € [0,1] das funções reais contínuas definidas 


em [0, 1] possui divisores de zero. 


. Seja A um domínio de integridade e a, b, ce A. Prove que, se a £ 0 


e ab — ac entáo b — c. 


. Seja p um número primo > 2 e seja 


а-о: M.D.C. { pon) [1 1. 


Mostre que А é um anel com as operações usuais de fração. 


. Seja D um domínio de integridade e seja a € D, a # 0. Então, prove 


que a função ф,: D > D é injetiva. 
X мэа+х 


. Use o Exercício 14 para provar que todo domínio de integridade 


finito é um corpo. 


. Seja A um anel tal que x? = x Vxe A. Prove que А é um anel 


comutativo. 


. Seja A um anel qualquer e xe А. Se 3ne № — (0) tal que х" = 0 


dizemos que o elemento x é nilpotente. 


(a) Dê exemplos de uma infinidade de elementos nilpotentes em 
um anel não comutativo. 

(b) Prove que se x, y € A, são elementos nilpotentes de A e x» y = 

= у. х então x + y é um elemento nilpotente de A. 

Mostre com um exemplo que a hipótese х. y = y» х é essencial 

em (b). 


(c 
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(d) Seja x um elemento nilpotente em 4. Mostre que, se 4 possui 
unidade 1є A então o elemento 1 — x possui inverso multi- 
plicativo (calcule uma fórmula para esse inverso) 


- Seja A = Z [i] = (a + bi: a, beZ} onde ? = —1 e 


a+bi=c+disa=ceb=d 
vamos definir + e - em A do seguinte modo para а, b, с, de Z 


soma: (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + di 
produto: (a + bi) + (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i 
Prove que A = Z [i], +,- é um domínio de integridade e calcule 


todos os elementos de Z [i] que são invertíveis relativamente ao 
produto em Z [i]. 


Seja A um anel, B um conjunto e f: B > A uma função bijetiva de 
B sobre A. Se para cada x, ye B definimos 


х+у=/7*+(/(х) +/0) e xy 2f ^! (G9-f0) 


Entáo prove que: 


(a) B, +,- € um anel 

(b) f(x + y) =f) - fo) e f(x y) = (х) - f) V x, y € B. 

Prove que se definirmos no conjunto F (R) de todas as funções 
f: R>R a soma usual de função: 


(7+9) (0) = f(x) + g(x) Vx€R, e o produto como (g. f)(x) = 
= g(f(x) VxeR, então F (R), +, • não é um anel. 


Subanéis 


Seja A, +, • um anel e B um subconjunto não vazio de A. Supo- 


nhamos que B seja fechado para as operações + e » de A, isto é, 


а) x, уєВ = х+уєВ 
b) х, ye B х: уєвВ. 


Assim podemos também considerar а soma e о produto como 


operações em B. Se В, +, « for um anel com as operações de А dizemos 
que B é um subanel de A. 


Vamos agora dar um critério para que um subconjunto de um 


anel seja um subanel. 
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PROPOSIÇÃO 1. Seja A, +, um anel e seja B um subconjunto de 
A. Entáo, B é um subanel de A se e somente se as 
seguintes condições são verificadas: 


(i) Оє B (o elemento neutro de A pertence a B) 
(ii) x, ye B = x — ye B (B é fechado para a diferença) 
(ш) x, ye B— x-ye€ B (B é fechado para o produto). 


Demonstração. (=>) Se B é um subanel então por definição temos cla- 
ramente as condições (i) (ii) e (iii). 
Observe que o elemento neutro 0' de B relativamente a adição é 
o mesmo elemento neutro 0 de A, pois se b € B, então 0' = b + (—b) = 0. 
(=) Suponhamos que B c A e as três propriedades (i), (ii) e (iii) 
sáo satisfeitas. 
Por (i) segue que В # Ø, e por (i) e (ii) temos que: 


(ж) se xe B então -x = 0 — xe B. 


Agora, por (ii) e por (+) teremos, se x, ye B então x + y = x — 
— (— y) € B, isto é, B é fechado para a soma. Por (iii) B é fechado para 
o produto. 

Como as propriedades associativa, comutativa e distributivas são 
hereditárias segue imediatamente que В é um subanel de А. ш 


EXEMPLOS. Se В é subanel de А vamos usar a notação B < А. 
Nos parágrafos anteriores já vimos os seguintes exemplos de 
subanéis. 
aanZ<Z<Q<R<C< Quat, onde ne № 
b) 2(R) x €(R) < F (R) 
c)nZ<Z=<Z[/p]<0[/p]<R, onde ne Ne p é um número 
primo > 2. 


Por exemplo vamos provar que Z [,/p] é um subanel de R. 
De fato, Z[/p] c R e mais: 


(i) 020 0 /peZ[./p] 

(i) х=а+ b/p,y ct d /p—9x—y-(a-c)*(b—d) p 

(ii) x 2 ac bA/ p, y ct d / p = ху = (ac + pdb) + (bc + ad) / p 
e portanto Z[/p] = (a + b / p : a, be Z} € um subanel de R. 


Se um subanel B, +, • de um corpo K, +, • é também um corpo 
dizemos que В é um subcorpo de К. Observe que Q [./ p ] é um subcorpo 
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de R enquanto Q [i] é um subcorpo de C. Observe também que Z, = 
= (0, Г} não é um subanel de 7, = (0, 1, 2). 

O exemplo 2 Z < Z nos mostra que um subanel de um anel com 
unidade não possui necessariamente unidade. Agora vamos ver um 
exemplo de um subanel B de um anel A tal que a unidade 1' de B é 
diferente da unidade 1 de A. 


0 
Seja A = Mat, (R) e seja B = i ^ :ae в]. Claramente, В 


ё um subanel de А. 
Vamos agora mostrar que, 


10 
1 = lo | é a unidade de 4 = Mat, (R) enquanto 


1 0 
1 = | | é a unidade de В. (observe que 1 é B). 


lo dE dul i] vence 
do э] -[ь elle J-E o] ver 


Vamos mostrar em seguida que essa patologia não ocorre em 
anéis sem divisores de zero. 


ES [3 
e S o & 
a © 
E 
om 
e 


PROPOSIÇÃO 2. As únicas soluções da equação x? = x em um domínio 
de integridade são O e 1. 


Demonstração. Seja D um dominio de integridade e xe D tal que 
== 
Assim temos, 


х —-x=xex—lex=(x—-1).x=0 


e daí segue que x — 1 = 0 ou x =0, isto é, x = 1 ou x = 0 como que- 
ríamos demonstrar. ш 
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COROLÁRIO. Seja D um dominio de integridade com unidade 1 e seja 
B um subanel de D com unidade 1. 
Então 1 = 1". 


Demonstração. Pela nossa definição de unidade 1 e 1' são diferentes 
de 0 e como 1? = 1 e 1? =1' o corolário segue ime- 
diatamente da Proposição 2. m 
Observe que no anel, 2, = (0, 1,2, 3, 4, 5) (que não é um do- 
mínio) temos que: 
0, 1, 3 e 4 são raízes da equação х? = x. 


EXERCÍCIOS 


1. Seja (B;);.n uma seqüéncia de subanéis de um anel A. Prove que, 
В = (^) B; é também um subanel de A. 
ieN 
2. Seja {В} uma seqüéncia de subanéis de um anel A. Prove que, 
se By c B, с... c B, с... епідо B = |) B; é também um sub- 
anel de A. ten 


3. Mostre que Z, = (0, 1, 2) não é subanel de Z, = (0, 1,2, 3, 4. 

4. Seja A um anel e ae A. Prove que, В = (xe A: x-a = a» x} é um 
subanel de A. 

5. Seja A um anel. Prove que, Z (A) = (xe A: xey 2 y:x Vye A] 
é um subanel (comutativo) de A (Z (4) é chamado o centro de A) 

6. Seja A um anel e ac A. Prove que, B = (xe A: x-a=0) é um 
subanel de А. 


q 


. Seja {K;}ien uma seqüéncia de subcorpos de um corpo K. Prove 
que, В = () К, é um subcorpo de К. 
ieN 
8. Seja (K;);cn uma seqüéncia de subcorpos de um corpo K. Prove 
que, se Кос К, ©... c K, c ... então B = |] К, ё шп subcor- 
po de K. ieN 


9. Seja K um corpo e seja P a intersegáo de todos os subcorpos de K. 
Prove que, P é o menor subcorpo de K (P é chamado de corpo 
primo de K). 


10. Calcule todos os subanéis de Z,,. 
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11. Um dominio de integridade D é dito de característica 0 sem = 0 
sempre que та = О comae D, a # 0 е тє N. D diz-se de caracte- 
rística finita se existe ae D, a £ 0, tal que ma = 0 para algum 
inteiro т з 0. Nesse caso definimos como a característica de D 
o menor inteiro positivo m tal que ma = 0 para algum a € D, a * 0. 
Prove que, 

(a) se característica de D é p então р:х = 0 Ухєр. 
(b) a característica de D ou € zero ou um nümero primo. 
(Sugestão para o Exercício 11: pex = (p*1)*x, Vx e D) 
12. Seja A, +,- um anel com unidade 1 € A. 
Vamos definir duas novas operações no conjunto А, usando 
as operações + е. de A. 
aQb=a+b+1 VabeA 
aQb=ab+a+b Va,be A. 
Prove que: 
(a) 4, O, O é um anel. 
(b). Qual é o elemento zero de А, Ф, O. 
(с) A, O, O possui unidade? Qual? 
13. Prove que se 4 é um anel de divisão então Z (4) é um corpo. 
14. Prove que Z (Quat) = R. 


83 Ideais e anéis quocientes 


Vamos ver agora uma classe de subanéis que são muito importantes 
na teoria dos anéis, que são os ideais de um anel. 

Seja A um anel e seja / um subanel de A. Dizemos que I é um 
ideal a esquerda de A se, 


(iv) a-xeI, Vae A, Vx€I (ou simbolicamente 4-1 c I). 


Analogamente definimos um ideal à direita J de um anel 4 como 
sendo um subanel de A satisfazendo a condição, 


(iv) x«aeJ, Vae A, VxeJ (ou simbolicamente Ј· A c J). 


Se I é um ideal simultaneamente à direita e à esquerda de um 
anel A dizemos que I é um ideal de A, isto é, 


(у) A-IcIeI-AcI. 
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Se o anel A for comutativo então as condições (iv), (iv) e (у) são 
equivalentes e as 3 noções acima coincidem. 

Claramente (0) e A são ideais de A (ditos ideais triviais de A). 
Os ideais não triviais de A são também chamados ideais próprios de A. 


EXEMPLO 1. Seja A о anel Mat, (R) = | E :a,b, саев) 


e sejam Г e J definidos como segue. 


it pred en- не} 


Claramente I é um ideal à esquerda de A e J é um ideal à direita 
de A mas nenhum dos dois é ideal de 4. Aliás vamos provar agora 
que os únicos ideais de А = Mat, (R) são os triviais (por isso 4 é cha- 
mado de um anel simples). 

De fato, 

Seja I um ideal de А = Mat, (R) e vamos assumir que I 4 (0). 


{ а а a з 
Assim 3 | 11 "12 el onde algum dos а;/5 © diferente de zero, 
as az 


1 < ij < 2. Sejam e,, e Mat, (R), 1 < r,s < 2 as seguintes matrizes: 


10 01 0 0 0 0 
tu lo op 4:27 (у е Blanco] Bardo |: 


n А " T€ P a a 
Através de cálculos é fácil verificar que «| Hc MA аи 
азу 052 


é uma matriz 2 x 2 contendo o elemento a,,, na posigáo (r, n) da matriz. 
Assim como A-I c Ге I-A c I segue que, 


a 0 
NC | ч E em = E olet onde 1 < s,m < 2, e também, 


a 0.0 
ey uei у ac el onde 1 < sm 
0 
ау Az аы, 


Daí concluimos que Vs,m, 1 < s, m < 2, temos: 


аы 0 = [dm 0], [00 a 
0 am] |0 O O: "du. ` 


IA 
N 
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Escolhamos s, m, 1 < sm < 2 de modo que a, + 0. Assim, 


a 0 йы. Өг v]? [ТО аре 
о о as о: р О 
i 0l. E —Ó a b 
11а unidade do anel А segue imediatamente que al” 
c 


[: 4 . la Je quaisquer que sejam а, Б, c, de R, isto ё, I = 

cd 01 

= Mat, (R). Acabamos de provar então que se I {0} é um ideal 

de Mat, (R) então I = Mat, (R) como queríamos demonstrar. 
Pode-se provar de modo inteiramente análogo que Mat, (К) de 

todas as matrizes n x n com coeficientes em um corpo K é um anel 

simples. 


EXEMPLO 2. Vamos agora ver um exemplo de ideais no anel 4 = 
= € [0, 1], das funções contínuas f : [0,1] > R com 

as operações usuais de + e - de funções. 

Sabemos que 4 é um anel comutativo com unidade 1 (função 
constante 1). 

Seja be [0,1] e seja 1 = (fe A : f(b) = 0). Provemos primeira- 
mente que / é um ideal de A. 

De fato, 


(i) Оє I pois O é a função constante zero. 
(1) se f, ge I então (f—g)e1 pois (f—g) (b) = f(b) — g(b) = 0. 
(ii) e (iv): Seja f e € [0,1] = A e g € I. Então, (f- g) (b) = f (b) + g (b) = 
= f(b)- 0 = 0. Assim I é um ideal de A. Vamos provar agora que 


I é um ideal maximal em A (isto €, I # A e os únicos ideais de А 
contendo I são I e A). 


De fato, 
Se J é um ideal de А e J > I, J A I temos que З feJ tal que 


/#1. Assim f(b) = a % 0. Denotando por a a função constante a, 
temos que: 


h=f-=ael pois h(b)=0 
e portanto a = f — he J poisfeJehelI c J. Daí segue que a função 


constante 1 pertence a J já que a”*+a = 1 e ae J. Portanto J = Ae I 
maximal em A. 
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Observe que usamos acima o fato de ser € [0, 1] um anel contendo 
as funções constantes. 


EXEMPLO 3. Seja А um anel e x,, x;, ..., x, € А. É de direta veri- 
ficação que o conjunto (denotado é definido por) 


А-х + Ах +. Ах, = {atx +... +a x ia; EA} 


é um ideal а esquerda de А, о qual é chamado de ideal а esquerda ge- 
rado por X4, X3... X,€4. 

O ideal I = A- x, é dito ideal principal (à esquerda) gerado por 
x, € A. Analogamente pode se definir ideal à direita de A gerado por 
х1, ==», X, € А e também ideal principal (à direita) gerado por x, € A. 

Claramente se A é um anel comutativo esses ideais sáo bilaterais, 
isto é, à esquerda e direita simultaneamente. 

Observe que se А = 2.2 e x, = 2є A então o ideal principal 
I = A-x, =4-Z não contém o elemento gerador x,. 

É uma imediata conseqüéncia de considerações anteriores que 
se A é um anel com unidade então o ideal gerado por x,,...,x, € o 
menor ideal de A contendo os geradores x,,..., X,- 

Agora vamos ver um Teorema caracterizando corpos. 


TEOREMA 1. Seja K, +, • um anel comutativo com unidade 1 € К. 
Então as seguintes condições são equivalentes: 
(a) K é um corpo. 
(b) (0) é um ideal maximal em K. 
(c) os únicos ideais de K são os triviais. 


Demonstração. (a) > (b). Seja K um corpo e seja J um ideal de K 
tal que (0) c J c K. Suponhamos Ј з (0). 

Assim existe0 4 a € J. Como K éum corpo existe be Ktalqueb-a = 1 
e portanto 1€ J е daí segue imediatamente que J = К como que- 
ríamos demonstrar. 

(b) = (c). Segue imediatamente das definições. 

(с) > (a). Para К ser um corpo falta apenas a propriedade А10, 
qual seja, VaeK, a #0, 3be K tal que a:b=b+»a=1. 

Seja 0 + ae К, e I = К.а o ideal principal de K gerado por a. 

Ora, а = 1-a e I, nos diz que I 4 (0) e assim pela nossa hipótese 
teremos І = K. 
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Dai segue, 
leK = K-a=3beK tal que b-a = 1 

e isto demonstra o Teorema 1. m 

Vamos ver agora que a definição de ideal nos permite generalizar 
a noção de = (mod n) em Z. Vimos no parágrafo 3 do Capítulo 2 que 
se J = n° Z ех, хє 7, então x = х (mod n) + x — x e J (é também 
usual se escrever x = x' (mod J)) define uma relação de equivalência 
em Z e depois construimos o anel quociente Z/J ou Z,. Agora vamos 
generalizar essa idéia para um anel qualquer. 

Seja А um anel qualquer e seja J um ideal de 4. Vamos definir a 
seguinte relação em А, 


se xx €A, x= x (mod J) x- x eJ. 


Primeiramente, vamos provar que = (mod J) define uma relação 

de equivalência em A. 
De fato, quaisquer que sejam x, x, x” € A, temos 

(i) x = x (mod J) pois 0 = x —xeJ 

(1) x = x (mod J) > х = x (mod J) poisse x — х € Jentáox' — x = 
= — (x-x)€J. 

(iii) x = x (mod Лех = x" (mod J) > x = x” (mod J) pois, x — x €J 
ex — x" eJ = х – х" =(x-x)+ (x —x") € J. 


Denotaremos por x = [ye A: y = x (mod J)) a qual chamaremos 
de classe de equivalência do elemento x € A relativamente a relação 
= (mod J). 

Agora observe que yex < y — x € J, e por isso também deno- 
taremos a clase x рог x=x+J=(x+2:ze Jj. Chamaremos 
de conjunto quociente de A pelo ideal J ao conjunto A/J — (x =x+ J: 
xe A). 

Vamos provar agora uma proposigáo que nos permitirá definir 
operações + e- no conjunto quociente A/J de modo a torná-lo um 
anel (veja a Proposigáo 9, Capítulo 2, parágrafo 6). 


PROPOSIÇÃO 3. Sejam A ит anel e J um ideal em A. Se = х (mod J) 
еу = у (mod J), então: 
(a) x + y = (х + y) (mod J) (b) x-y = x'- y' (mod J). 


Demonstração. (a) Basta observar que, (х + y) — (х + y) = (x — x) + 
+(у—у)є Л pois x -xeJey-—yeJ. 
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(b) Agora seja х = х + а, ae e y= y + b, beJ. Então, 
ху ху = (х F E xy = 
=xy+xcbra:y+ab-xy=xb+ay+a-b 
e como a, b € J é um ideal de A segue x» y — x'» у € J como queríamos 

demonstrar. ш 
Como corolário imediato da Proposição 1 segue a seguinte pro- 
posição. 


PROPOSIÇÃO 4: Sejam A um anel, J um ideal de A. 
Sex — X e y = y então 


(a) x+y = ЬУ. 
(b) желу «em, Sy 


O item (a) diz que a classe da soma independe dos representantes 
das classes das parcelas, enquanto o item (b) diz que a classe do pro- 
duto independe dos representantes das classes dos fatores. Ш 


TEOREMA 2. Seja A um anel e J um ideal de A. Se x 2x + Je 
A/J = {х:хє А), então: 
(a) +: AJJ x AJJ > A/J e 14] x АЈЈ > АЈЈ 
© ) +x+y =xX+ (5, Y) xy xy 

definem duas operações (denominadas soma e produto) em A/J. 

(b) A/J, +,- é um anel (chamado anel quociente de A por J) 

(c) Se 1 é a unidade de A então 1 é a unidade de A/J. 

(d) Se A é comutativo então A/J é comutativo. 


Demonstração. (a) Pela Proposição 4 as regras, 


X+yJ=x+I) e xXx y=x*y 
definem operações no conjunto A/J. 
(b) Veja a demonstração do Teorema 1, do parágrafo 6 do Capítulo 
2 e demonstre o item (b). 
(с) 1-х=х-1 = х VxeA- I-xox.1 = x, Vxe AJJ. 
(d) Se x-y =y-x Vx, ye A então, claramente, teremos, 


x:y-y-x Vx, ycAjJ.u 
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TEOREMA 3. Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A e seja J 
um ideal de A. Então: 
J é ideal maximal de A <> 4/J é um corpo. 


Demonstração. (=>): Suponhamos J ideal maximal de 4, e seja 

0s ає А = AJJ. Temos que provar que 3b e À 
tal que a+b = 1. De fato, se L= A-a ideal principal de A gerado por 
a, teremos que: J + L= {x+ y:x€J, ye L) é um ideal contendo 
J, e mais a*0<=agJ. Como а = l-ae Lc J+ L temos que 
J+L é um ideal > J e mais J+ LA J. 
Pela maximalidade de J segue que А = J + Le dai vem, le J + L= 
=> JueJ,veLtais que 1 = и +v. 
Mas ve L= A-a e temos que v = b-a para algum be А, ou seja, 


АЬє А, Зиє / tais que 1 = u + b-a. 


Ora, passando barra em ambos os membros, segue que, 1 = и + Б-а = 
=u + Ва = 0 + Б-а, isto ё, b-a = а: = 1, como queríamos de- 
monstrar. 

(<=) Suponhamos que 4 = A/J seja um corpo. Assim 


0le4>J%A. 


Se M + J é um ideal de А e J c M c А, então teremos que 
existe a € М, aéJ, ou seja, a 4 0, ae A. Como А é corpo 3be À tal 


que a-b = 1; ou ainda, 


ab = 1 (mod J) ab — 1€J «»3u€J tal que 


ab — 1 =u,e isto nos diz que, 
1 = ab — u. 


Como a € M segue ab e M e como ue J c M temos também ue M. 
Logo concluimos que 1 = ab — u€ M e imediatamente temos M — A 
como queríamos demonstrar. Ш 

Os Anéis Z, = Z/J onde J = n-Z já foram por nós analisados 
no parágrafo 6 do capítulo anterior e até agora sáo os ünicos exemplos 
de anéis quocientes apresentados. No próximo capítulo será de grande 
importáncia o estudo dos anéis quocientes do anel de polinómios em 
uma variável. 
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EXERCÍCIOS 


1. 


Mostre que a interseção de ideais de um anel А é também um ideal 
de A. 


. Seja (J,)nen uma sucessão de ideais de um anel A. Prove que, 


se Jy C J, с... c J, с... então J = |] J, é um ideal de A. 
neN 


. Seja p um número primo e seja A definido por, 


4=(mmimnez ndo | 
e M.D.C. {p,n} =1 


(a) Ргоуе que А ё um subanel de Q. 


(b) Prove que 1 = тл EA ри é um ideal de А. 


. Seja A um anel e a e A. Prove que I = (xe A :x+a = 0) é um ideal 


а esquerda de А. 


. Sejam I e J ideais de um anel A. Prove que, 


(a) 1 -J = (x * y:xel, yeJ) é um ideal de A. 


(b) IJ = X;*y;:ne N, x;e I, nes) um ideal de A. 
i=1 
. Seja I um ideal à esquerda e J um ideal à direita do anel A. Prove 
então que, 


I-J é um ideal de A. 


. Seja A um anel comutativo e seja N = (xe A: x" = 0 para algum 


ne N — (0)). Prove que N é um ideal de A (N é chamado Radical 
de 4). Mais ainda; prove que se xe A/N e X" = 0 para algum in- 
teiro n > 1 então x = 0. (Sugestão: Prove que se x" € N para algum 
п inteiro > 1 então xe №). 


. Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A, e seja P um ideal 


de A. Dizemos que P é um ideal primo de A se P 4 AcVYx,yÊA, 
se x»yeP então хєР ou ye P. 
Entáo prove que, 


(a) P é um ideal primo de A <> A/P é um domínio de integridade. 

(b) Os únicos ideais primos de Z são (0) e os ideais principais p- Z 
onde p é um número primo. 

(c) Se P e um ideal maximal de 4 então P é um ideal primo de 4. 
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9. Seja A = € [0,1] o anel das funções reais continuas (com as ope- 
rações usuais de soma e produto de funções) definidas no intervalo 
[0,1]. 

Prove que, 
se М é um ideal maximal de A então 3 a € [0, 1] tal que 


М = (feA: fía) =0). 


84  Homomorfismo de anéis 


Sejam A e A' dois anéis. Por comodismo vamos denotar as ope- 
rações desses anéis pelos mesmos símbolos + e •, porém denotaremos 
por 0 o elemento neutro de А e por 0' o elemento neutro de A’. Se ambos 
anéis A A' possuem unidade denotaremos por 1 a unidade de A e por 
1' a unidade de А. 

Uma função f: A > A' diz-se um homomorfismo de A em А' se 
satisfaz as seguintes condições: 


@/(х+у) =/(х) - fo) | Vx yeA 
G) f(x у) =f SO Vx yea. 

Se f: А > A' é um homomorfismo bijetivo dizemos que f é um 
isomorfismo de A sobre A'. 

Dizemos que dois anéis A e A' sáo isomorfos (e escrevemos A = А”) 
se existir um isomorfismo de A sobre A”. 

Os homomorfismos f: А — A também são chamados de endo- 
morfismos de A, e os isomorfismos de A sobre si mesmo sáo chamados 
de automorfismos de A. 

Denotaremos por 


End (4) = (f: А — А :f endomorfismo) 
Aut (A) = (f: A > A :f automorfismo) 


Vamos agora provar algumas propriedades elementares de ho- 
momorfismos. 


PROPOSIÇÃO 5. Sejam A e A' anéis e f : А — A! um homomorfismo. 
Então, 
(a) f0) = 0 
(b) f(=a) = —fla) VaeA 
(с) Se A e А' são dominios de integridade então ou f é a função constante 
zero ou f(1) = 1º. 
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(d) Se A e A' são corpos então ou f é a função constante zero ou f é injetiva. 


Demonstração. (a) É claro que em um anel a equação X + X = X tem 
o elemento neutro como única solução e assim temos, 


0+0=0=f(0+0) = f(0) + f(0) = f(0) 


e portanto f(0) = 0' que é o elemento neutro de A”. 
(b) Seja ae A. De a + (—a) = 0 segue pelo item (а) que: 
Ha) + f(-a) = 0 
ou seja, 


Fa) = —fla). 


(c) De 1.1'= 1 segue que f(1)? = f(1), isto é, £(1) - (7010) — 1) = 0. 
Agora, A' domínio de integridade nos diz que ou /(1) = 0' ou f(1) = 1". 

Se f(1) = 0 então segue que f(x) = f(x. 1) —f(x)-f(1) = 
=f(x)-0" = 0' Vxe A, ou seja, f é a função constante zero. 

(d) Sejam A e A' corpos e suponhamos que f não é a função cons- 
tante zero. Assim, pelo item anterior sabemos que f(1) = 1'. Vamos 
provar que f é injetiva. De fato, se x, y e A e f(x) = f (y) teremos, 
f(x — y) = 0'. Suponhamos por absurdo que x # y, então x — y £ 0 
e А corpo nos diz que 3be A tal que b*(x— y) = 1 e daí segue que 
f (b) f(x — y) = f(b) -0' = 1" que é uma contradição. m 

Vamos agora ver alguns exemplos de homomorfismos. 


EXEMPLOS. Sejam A e A' anéis. Claramente a função constante 

zero, isto é, a função h: A А’ tal que h(x) =0' 

V x € A, é um homomorfismo de А em A'. É também imediato que 1, : 

A > A (a função identidade de А) é um automorfismo de А. _ 

Se J é um ideal de А e А = A/J, a projeção canónica n: A > А 
definida por л(х) = Х/хє A é tal que: 


n(x- y) = ху —x:y—m(x)en(), Vx yeA, 


ou seja, n é um homomorfismo de A sobre A =AJJ. 
Observe que pelos Exercicios 3 e 4 do Parágrafo 1 desse capítulo 
segue imediatamente que, 


Аш (2) = {Iz} e Aut(Q) = (Ig). 
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Agora vamos provar que se D = Z [,/p] então Aut D = (15,6 
ondec :Z [/ p] ^ Z [/p ]édefinida poro (m + n /p) =m — n /p 
Vm,neZ. 

Primeiramente, temos que c(1) = 1 pois D = Z[,/p] é um 
domínio, e daí segue imediatamente que c (m) =m VmeZ. 

Portanto se сє Аш (D) vem, 


6 (m + п/р) = m + no (/ p) Vm,neZ. 


Agora, com (Jp) =p temos (c(./ p)? = с(р) =p ou seja 
existem duas possibilidades para о (4/р) em D, o(/p) = {/р ou 
с (VP) = — др» Na primeira obtemos с = Ip ena segunda obtemos 
o(m+n/p)=m-n,/p Ym, neZ como desejávamos mostrar. 

Vamos ver a seguir um exemplo que colocaremos sob a forma de 
proposigáo. 


PROPOSIÇÃO 6; Aut R = (Ip). 


Demonstração. Seja с e Aut R. Como R é um corpo temos que ø (1) = 1 
e dai segue imediatamente que oc(m)=m VmeZ. 
É de fácil verificação que c (r) = г Yre ©. Se soubessemos que o é 
uma função contínua teríamos, passando ao limite, que c (x) = x 
VxeR. 
Primeiramente provaremos que o preserva a ordem em R, isto é, 
se а < b então o(a) < o (b). 


De fato, 

Se a < b temos 0 < b—a e então З x e R tal que b— a = o? > 0 
e daí segue que о (b— a) = o (a?) = с (a)? > 0, ou seja,0 < c (b) — o(a) 
e isto nos dá o(a) < o (b). 

Agora, se хє К 3 seqüéncias de racionais {r } en e {Sm}men tais 
que г, < X < Sm Ут, пех = lim r, = lim s,. Assim, teremos 


no m oo 


ta =0(r,) < 0(x) < 0 (Sm) = Sm Vm,n 
e isto nos dá c (x) = lim r, = x como queríamos demonstrar EE 
n>0 


Vamos terminar esse parágrafo demonstrando o primeiro teo- 
rema de homómorfismo. 
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TEOREMA 4. Sejam A e 4 anéis e f: A> A' um homomorfismo. 
Então, 
(1) Im f =(f(a): m é um subanel de A'. 
(2) N(f) = [ae A:f(a) = 0) é um ideal de A, e f é injetiva > N (f) = 
= (0). 
(3) Os anéis A/N (f) e Im f são isomorfos. 


Demonstração. (1) De fato, claramente temos: 


(i) 0' = f(0) e Im f. 
(п) f (a), f(b) € Im f => f(a) — f(b) = f(a— b) € Im f. 
(iii) f (a), (6) є Im f = f (a) ui aras b)e Im f. 


(2) Vamos provar que N(f) = (ae A: f(a) = 0) é um ideal 
de A. De fato, 


(i) 0e N(f) pois /(0) = 0. 
(i) a, be N(f) —f(a—b) —f(a) — f(b) = 0 — 0 ' =0', ou se- 
ја, а— Бє М(/). 
(iii) seja xe A e ae N(f) então 


f(a* x) = f(a)*f(x) = 0 -f(x) = 0' 


(ха) = (х) (а) = /(х)+0' = 05 
ou seja, a- x e N(f) ех: ає N(f). Assim N(f) é um ideal de A. 


Agora, 
Se f é injetiva, segue imediatamente que IN (f) = {0} pois f (0) = 0”. 


Se f(x) = /(у), x ye A e N(f) = {0} segue, f(x) — f) 20 = 
f(x-y =0=>x-yeN(f) = (0) > x = y e isto demonstra (2). 


(3) Vamos definir uma função F : A/N (f) > Im f bijetiva, a qual 
provaremos ser também um homomorfismo de anéis. 


Defina Е: A/N(f) ^ Im f por: F(x) = f(x). 

Observe que F esta “bem definida” e é biunívoca pois: 
X =x = y(mod N(f) x — ye №) = 
= f(x) = fo) - 0 К(х) = f(x) = fy) = FO). 
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Іт (Е) = {Е(Х):хє A/N (f); = {/(х):хє А} = Іту 


logo A/N(f) = Im f como queríamos demonstrar. ш 

O subanel Im f diz-se Imagem de f e o ideal N (7) diz-se Núcleo de f. 

Antes de encerrarmos o parágrafo vamos mostrar que se 4 = 
= [0,1] e I = {fe А: f(0) = 0} então A/I = R. 

De fato, sabemos que / é um ideal máximo em A e portanto pelo 
teorema 2, A/I é um corpo. 

Agora, seja fe A e f(0) = ae К. Então л —f—ael e teremos 
h —f а = 0, ou seja, f = à, onde ає В. 

Evidentemente se a, % a; tem-se à, 5 a; e dessas considerações 
segue que: М 


К > A/I é um homomorfismo bijetivo, isto é, К = A/I. 
ама 


EXERCÍCIOS 

1. Calcule End (Z [i]) e Aut (Q [i]). 

2. Prove que os anéis 27 e 3Z não são isomórfos. 

3. Prove que os corpos Q [4/23] e Q [,/3] não são isomórfos. 
4. Seja A, + um grupo abeliano. Prove que, 


(a) sef. g e End (4) então (f+ g) e End (А) onde (f+ g) (x) = f(x) + 
+g(x) VxeA. 


(b) Se f, g € End (A) então f дє End (A) onde (f- д) (x) = f(g (x 
V xe A. 
(c) End (4), +, • é um anel com as operações definidas em (a) e (b). 
5. Sejam A e 4' anéis. Defina + e - no conjunto А x A' = ((a, а): 
4€ A, a € А) de modo que A x 4' seja um anel com essas ope- 
rações. 
6. Se A x 4', +,- é o anel definido em 5. Prove que 7; : Ax A'— A 
(a, а) v>a 
e 7,: Ax А А’ são homomorfismos sobrejetivos. Calcule 
(a, а) voa 
os núcleos de л, e n,. 
7. Seja f : A > А’ um homomorfismo e J' um ideal de A'. Prove que, 
f ^J) = (ae A: f(a)e J'] é um ideal de A. 


8. 


Anéis, ideais e homomorfismos 59 


Seja F: $ [0,1] > R definida por F(f) = /(1/2) Vf e € [0, 1]. 
(a) Prove que F é um homomorfismo. 

(b) Calcule Im F e IN (F). 

(c) Identifique o anel € [0, 1]/N (f). 


- Seja 4 um anel com unidade 1. Se xe А e ne Z vamos definir nx 


do seguinte modo, 


0eAsen=0€Z 
xsen-leZ. 
nx = X +... +Ж п vezes se n>2 
(=x) se n= -lez 
(—х) + (—x)+ ... +(—x) n vezes sen x —2. 


Prove que: 


(a) т(х+ у) = mx + my, YneZ, Vx, ye A 
(b) (тп)1 = (m1)-(n1), Vm neZeleA. 


. Seja А um anel com unidade 1 e seja р: Z > A definida por q (n) = 


= пі Ynez. 


(а) Prove que y ё um homomorfismo. 
(b) Prove que (me Z: ml =0€ 4) é um ideal de Z. 


. Seja D um domínio de integridade e seja y: Z > D definida por 


9(n) = nl. VneZ. Sabemos que N(p) = {тє2: ml =0€D) 
é um ideal de Z. Se N(o) = {0} dizemos que a característica do 
dominio D é zero. 

Se N(p) з {0} existe um único inteiro positivo p tal аце № (9) = pZ. 
Nesse caso dizemos que a característica de D é p. Prove que p é 
um número primo tal que pex =0 VxeD. 


. Seja К um corpo e seja P a interseção de todos os subcorpos de К. 


Prove que P é o menor subcorpo de K (chamamos P de corpo 
primo de K). 


. Seja К um corpo e seja P o corpo primo de К. Prove que, 


(a) se característica de K = 0 então P = Q. 
(b) se característica de К = p então P = Z,. 
(c) Prove que зе K 2 Z, e Z,, com p, q primos então p = q. 


. Seja A um anel com unidade 1 € А e suponhamos que 30 z ee A 


tal que e? — e (e diz-se um elemento idempotente de A). 
Se А, = A-e = lase:ae A) e se А, = А: (1-е) = (a — ae: 
ae A), então prove que: 
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(1) A, e A; são subanéis de A tais que 4,0 A, = (0) 
(2) А = А, ФА, (isto é Vae A 3 únicos elementos a, € A, e 
a, € А, tais que a = a, + аз). 

15. Seja A um anel com unidade 1€ A e sejam e,,...,e, € A— (0) 
idempotentes de A tais que 1 = e, +... + €,, ee, =0seiA j, 
1<i ] < п. Prove que, se A; = A:e; = (a-e;: ae A) então 
A=A,0...0 A, (isto é Vae A 3 únicos elementos a,€ A;, 
i=l,..,n tais que a = a, +... + a,). 
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Neste parágrafo, seguindo a construção do corpo de frações 
m А РЕА " 
Q= i :т,пє2, п + o} a partir do domínio Z, vamos construir 


um corpo К a partir de um dado domínio D. 

Seja D um domínio de integridade qualquer e seja D* = D — (0). 
Vamos definir uma relação de equivalência no conjunto, 4 = D x DE = 
= ((a, b): ae D, be Dt). De fato, se (а, b), (c, d) e 4 então (a, b) ~ 

^ (c, d) + ad = be, claramente define uma relação de pena 
conjunto .%. 


Vamos denotar por : (em vez de (a, b)) a classe de equivaléncia 
a 
pa tos y) e £: xb = ya). 

Assim, - 


а Х em 4/= e bx = ay em D. 
b y 


Agora vamos definir operações + e - no conjunto quociente 
M» = {вае ер = 


Sejam (а, b) е (c, d) e D x DË. Então, 
soma: 
.. ad + bc 


€ 
Va bd 
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produto: 


Q Es 
bad bd o 
de D 


# então b- de D* pois D é um domínio 


Observe que se b, 
de integridade. 

Como das vezes anteriores em que definimos operações em con- 
juntos quocientes, vamos provar que as operações acima estão “bem 
definidas” em К. ' 


] 


De fato, suponhamos que : = = е : = E então, 
E € 
m ри A 

HB. £. wd c 
Бн S deeft. oue 
de d b d 

De р = € $ = ү segue que: ab = ba e сй = de em D. 

d + bc ad + bc gs, € 
Agora, 2 + © = 4 
LE UP RENT bd pgs 


+ bc)b'd' = (аа + Бс) bd em D « (аЬ) (dd') + (са) (ЬЬ) = (a'b) (dd') + 
+ (c'd) (bb') em D e 1) segue das igualdades ab = Ба e cd = с'а. 

Para a demonstração de 2) basta observar que E = e So 
<= (а) - (са) = (a'b) (c'd) em D e o resultado segue pelas igualdades 
ab' = d'b e сӣ = сӣ. Vamos denotar por a* -1 onde аєре1 é 
a unidade de D, e denotaremos 


D* = le -{:вєр} eK = [iae Dbe Dt}. 
É fácil provar que D* é um domínio de Integridade com unidade 
1* e D*. Aliás 1* é tal que, 


da áo 2.1* 2 15.2 
Vg eK então , «1 1 b 


Р a; а ж 0+ += 
e mais ainda, V ¿€ K temos т +0 0 ET 
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Consideremos agora a seguinte fungáo: 
ф:р > D* 


amar, 
É de imediata verificação que: 
a) Im q = D* 
b) М(ф) = (ae D:a* = 0*) = (0) 
€) ola + b) = (a + b)* = а* + b* = ф(а) + p(b) Ya Бер 
d) g(a- b) = (a+ b)* —a*-b* = ф(а)- p(b) Va beD 


Portanto D = D* c K. 


Observe também que, se s + 0* em K, isto é, a 4 Оет D, então 


b -- 
-Е К e mais, -*— = 1*. 
a ba 
Deixaremos como exercício, a demonstração de que К, +, • é 
um corpo onde o elemento neutro de К é 0* e a unidade de K é 1*. 


Como D = D* c K dizemos que D está imerso em K. Observe 
também que p =1* se b #0, be D. Assim denotaremos por 


(pr) => se b # 0, be D. Agora é fácil provar que: 


р* = {а*:ає D] c К = (a**(b*) ! :a*e D*, b*eD*j. 
b* A 0* 
O corpo К construido nesse parágrafo recebe o nome de corpo 
de frações do domínio D. 
Deixaremos ainda como exercício a seguinte proposição. 


PROPOSIÇÃO 7. Seja D um domínio de integridade e D c L onde L 
é um corpo. Seja F a interseção de todos os subcorpos 
de L contendo D (isto é, F é o menor subcorpo de L contendo D). Então, 
F é isomórfico ao corpo quociente de D. 
(Sugestão: Prove que F = (a-b ! :a€ D, b 4 0) e depois use К = 
beD 
= ((at) - (bl: ate D*, b* + 0%). 
b*e D* 


CAPÍTULO IV 


POLINÓMIOS EM UMA VARIÁVEL 


81 Definicáo e exemplos 


Neste capítulo vamos introduzir os polinómios em uma “variável” 
(ou “indeterminada”) e desenvolveremos os parágrafos em completa 
analogia com o Capítulo 2 (os números inteiros) esperando assim, 
entre outros objetivos, atingir também uma maior compreensáo 
algébrica de Z. 

Seja К um corpo qualquer. Chamamos de um polinômio sobre K 
em uma indeterminada x a uma expressão formal р(х) = ag + a,x + 
+... ta” +... ondea;eK,VicNeIneNtal que a, =0Vj >n. 

Dizemos que dois polinômios р(х) = ag + ax +... + ах" +... 
e q(x) = by + Бух +... + b,x* +... sobre K são iguais se e somente 
se a; = b; em K, Vie N. 

Se р(х) = 0 + Ox +... + Ox" +... indicaremos р(х) por 0 e o 
chamamos de o polinómio identicamente nulo sobre K. Assim um poli- 
nómio р(х) = ag + ах +... + ах" +... sobre K é identicamente 
nulo «a; 20e К VieN. 

Se ae К indicaremos por a ao polinômio р(х) = ag + ax +... + 
+ AX” +... onde ay =a, ea; -0Vizl. 

Chamamos ao polinómio p(x) = a, ae K de polinómio constante a. 

Se р(х) = ag + aux +... + ах" +... é tal que a, + 0 еа; = 0 
Vj > n dizemos que п é o grau do polinômio р(х), e nesse caso indicamos 
р(х) =a + a,x +... + a,X", e o grau de р(х) por др(х) = n. 

Vamos denotar por K[x] o conjunto de todos os polinómios, 
sobre K, em uma indeterminada x. 

Observe que náo está definido o grau do polinómio О, e д pode 
ser interpretada como uma função do conjunto de todos os polinômios 
40 no conjunto №. Assim, 


0:K[x] - (00 > N 
р(х) v» др(х) = grau de р(х) 
Agora vamos definir operagóes soma e produto no conjunto K[x]. 


Sejam р(х) = ag + a,x +... + аа" +... e q(x) = bo + bx + 
+... +bx +... dois elementos do conjunto K[x]. 
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Definimos 
р(х) + а(х) = e, +... + cx" +... onde c; = (a; + b)e K, 
€ р(х): (х) = co +... + cut +... 


onde 


co = aobo; сү = agb, + abo, с; = agb; + ayb, + asbo, ..., 
Ck = аЬ, + аьр +... ay ub + arbo kE N. 


Observe que a definição acima de produto provém da regra 
x" ex” = x"*" e da propriedade distributiva. Convencionam-se tam- 
bém as regras x° = 1 e x! =x. 

É de fácil verificação que K[x], + ‚+ é um domínio de Integridade, 
onde o polinômio 0 é o elemento neutro de K[x] e o polinômio cons- 
tante 1 é a unidade K[x]. 

Observe que se identificarmos os elementos a€ K com os polinó- 
mios constantes p(x) = a podemos pensar em K[x] contendo o corpo K. 

Segue imediatamente das definições que a função grau à possui 
as seguintes propriedades: 

(i) AY (x) + g(x)) < max (0/(x), 0g(x)), quaisquer que sejam os 
polinômios não nulos f(x), g(x) e K[x] tais que f(x) + g(x) 5 0. 

(ii) A(x) - g(x)) = Of (x) + Og(x) quaisquer que sejam os polinó- 
mios não nulos f(x) g(x)e K[x]. Suponhamos que um polinômio 
р(х) £ 0 possua um inverso multiplicativo em K[x]. Assim existe 
q(x) * 0 em K[x] tal que p(x)- q(x) = 1. Pela propriedade (ii) acima 
segue que р(х) = a 4 0 é um polinômio constante. Portanto, os únicos 
polinômios invertíveis em K[x] são os polinômios constantes não 
nulos. 

Convém observar que a notação formal de polinômios aqui 
introduzida é bastante conveniente, porém esconde um pouco o sig- 
nificado preciso do que seja uma indeterminada “x”. De fato, os poli- 
nómios р(х) = ag + a,x +... + а,х" +... nada mais são do que 
uplas. (ao, d,, ...,..., й„,...) onde a; # 0 somente para um número 
finito de índices e com a canônica definição de igualdade entre uplas. 
A operação de soma de polinômios corresponde a natural operação 
de soma de uplas através das suas coordenadas enquanto a operagáo 
de produto de polinómios corresponde a seguinte regra de multi- 
plicagáo — — z 

(0550555: 0557) bibien s == (turis Epis 
onde 
Ck = Gob, + ау +... ay 1b, + abo, VkeN. 
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Agora, identificando: 


1% (10,0, -.,0.....) 
xx (0,1,0,...230,..) e 


ao + dX +... + axe (ао, 41, ..., Am Q, ...) temos uma realização con- 
creta, airgsds de uplas, das “= de indeterminada “x” e de polinó- 
mios nessa indeterminada. 

Isso nos possibilita melhor entender a diferença entre funções 
polinomiais (em uma variável) sobre um corpo K e polinômios em uma 
indeterminada sobre um corpo K. 

Por uma função polinomial (em uma variável) sobre um corpo K 
entendemos uma função /: К — K onde existem aç,...,a, € К tais 
que f(u) =a,+a,u +... + au", Vue К. 

Uma fungáo polinomial f sobre um corpo K é dita identicamente 
mula se f(u) =0 VueK. 

Por exemplo, se К = Z,, p n.º primo, sabemos que. u” =u Vue К, 
ou seja a função polinomial f : Z, > Z, definida por f(y) = y? — y é 
a função identicamente nula sobre Z,. Mas é claro pela nossa definição 
de polinômios em uma indeterminada x que р(х) = х? — x não é o 
polinômio 0 sobre Z,. Em termos de uplas esse polinômio seria 
(0, —1,0,...,0,1,0,...) onde o 1 figura na (р + 1)-ésima coordenada. 
Assim, dois polinômios distintos podem induzir a mesma função 


polinomial sobre um corpo K. Veremos mais tarde que no caso de 
corpos infinitos essa patologia não ocorre. 


Se D é um domínio de Integridade, então de modo inteiramente 
análogo à construção de K[x] onde K é um corpo, podemos cons- 
truir o domínio de integridade D[x] de todos os polinômios na inde- 
terminada “x” com coeficientes em D. Por ее; Z[x] é o conjunto 
de todos os polináiiios р(х) = ag +... + ах", onde a;e Z. Esses po- 
linômios serão estudados no próximo capítulo. Um outro exemplo 
importante que se consegue através dessa construção é o domínio 
K[x, y] dos polinômios em duas indeterminadas “x” e “y” com coe- 
ficientes em um corpo K. De fato, para isso é bastante construir o 
dominio D[ y] em uma indeterminada “y” onde D = K[x] é o domínio 
dos polinômios em uma аида “x”, com coeficientes ет К. 
Observe que pelas nossas considerações anteriores teremos que 
x*y — y:x em D[y] = K[x, y]. 

De modo análogo podemos estender nossa construção para os 
domínios K[x,, ...; x,] dos polinômios em n indeterminadas SRS cd 
com coeficientes em um corpo K. ү 
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Os respectivos corpos de frações desses domínios serão indicadas 
com parênteses em lugar de colchetes. Assim, 


ЛО) .£Go, gx) e K[x] 
pent ү "070 | 
= [£69 Sœ, gx) e D[x] 
ch s ` go)*0 } 
=) feas =) Fx e ia, ssl) 
Kt o) = Hem ME g(x4, ...,x,) £0 


Antes de encerrarmos o parágrafo convém observar que certos 
teoremas que sáo válidos para K[x], K corpo (como por exemplo o 
algorítmo da divisáo de Euclides) náo sáo válidos em geral para os 
domínios D[x] onde D é um domínio de Integridade. Pode-se provar 
por exemplo que os seguintes domínios K[x, y] e Z[x] nào sáo do- 
mínios de ideais principais. De fato, o ideal gerado por “x” e “y” nào é 
principal em K[x, y] e o ideal gerado por "2" e “x” não é principal 
em Z[x]. 

Apesar disso alguns resultados importantes se mantém quando 
passamos de um domínio D para o domínio D[x], como por exemplo, 
se D é um domínio fatorial então D[x] também o é. Em particular 
Z[x] admite fatorização única como produto de certos polinômios 


que são os análogos dos números primos em Z. 
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Seja K um corpo e K[x] o domínio dos polinômios sobre K na 
indeterminada x. Vamos agora provar um teorema que diz ser K[x] 
um domínio Euclidiano. 


TEOREMA 1 (Algoritmo da Divisão). Sejam f(x) g(x)e K[x] e 
g(x) + 0. Então existem únicos 
а(х), r(x)e K[x] tais que: 


Де) = q69* g(x) + r(x) 
onde ou rx) =0 ou  Or(x) < 0g(x). 


Demonstração. Seja f(x) = ag + a,x +... + a,x" e 
g(x) = bo + bjx +... + bx" (0g(x) = m) 
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Existência: 
Se f(x) = 0 basta tomar q(x) = r(x) = 0. Suponhamos f(x) з 0. Assim 
grau f = n. Se n < m basta tomar q(x) = 0 e r(x) = f(x). Assim po- 
demos assumir n 2 m. 

Agora seja f,(x) o polinômio definido por: 


S) = ab, хт". g(x) + 7,0). 


É fácil observarmos que Of, < Of: Vamos demonstrar o teorema 
por indução sobre ôf = m. 

Sen = 0, п > m- т = 0e portanto f(x) = a, # 0, g(x) = bo ES 
e teremos, f(x) = agb; ! g(x) А basta torar а(х) = аЬ! e r(x) = 

Pela igualdade f(x) = f(x) — a, bz x" g(x) e Of (x) < 0f(x) = п 
temos pela hipótese de We que: 3 д, (х), r,(x) tais que: 


Лб) = q(x) + g(x) + r(x) 


onde r(x) 20 ou дгү(х) < Og(x) Daí segue imediatamente que: 
f(x) = (q(x) + aba! x""")g(x) + гү(х), e portanto tomando q(x) = 
= qi(x) + aba! x" " е ri(x) = r(x) provamos a existência dos poli- 
nômios q(x) e 9 tais que f(x) = q(x)* g(x) + r(x), e r(x) = 0 ou 
Or(x) < Og(x). 

Agora vamos provar a unicidade. Sejam q,(x), 4(х), r,(x) e у(х) 
tais que: 


Sœ) = 9100) + gx) + (х) = qx) g(x) + rx) 


onde r(x) =0 ou дг{х) < 0g(x), i = 1,2. 
Dai segue: (q,(x) — (х): g(x) = ralo) — гү(х). 

Mas se q,(x) 5 q;(x) o grau do polinômio do lado esquerdo da 
igualdade acima é > ôg(x) enquanto que o grau O(r4(x) — faros < да(х) 
o que é uma contradição. Logo q,(x) = q(x) e daí segue r,(x) = f(x) — 

— 91(х)9(х) = f(x) — quíx) + g(x) = (х) como queríamos e a 

Se f(x) = ag + аүх +... + ax” é um polinômio não nulo em 
K[x] e «eK é tal que уед = a + аа +... + ао" = дє К 
dizemos que x é uma raiz de f(x) ет К. Vamos agora provar uma 
proposição que limita o número dessas raizes em um corpo. Observe 
que o polinômio x? + 1 não possui raízes em R. 


PROPOSIÇÃO 1. Seja К um corpo e seja f(x) =ap+ax +... + a,x" 
um polinômio não nulo em K[x] de grau n. 
Então, 
O número de raizes de f(x) em К é no máximo igual a Of(x) = n. 
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Demonstração. Se f(x) não possui raizes em K a proposição está 
provada. 

Suponhamos que хє К seja uma raiz de f(x). 

Como g(x) = x — хє K[x] podemos usar o algoritmo da divisão. 
Assim dq(x) r(x)e K[x] tais que: f(x) = (х): (х — a) + r(x) onde 
r(x) = 0 ou ôr(x) < 0g(x) = 1. Assim, r(x) = by é um polinômio cons- 
tante, e temos f(x) = д(х)(х — о) + by e como f(x) = 0 segue 
que 0 =0 + b, ou seja r(x) 20 e f(x) = q(x)* (x — a) onde 0q(x) = n — 1. 

Agora como não existem divisores de zero em um corpo segue 
que se Be К é uma raiz qualquer de f então, f(f) = (f — a)-q(B) = 
= 0 = = « ou f é também uma raíz de q(x) e K[x]. Assim as raizes 
de f são « e as raízes de q(x). 

Vamos usar indução sobre Of = n. 

Ora sen = 0 f não possui raízes em K e nesse caso já vimos que 
nada há a demonstrar. 

Agora por indução, dg(x) < f(x) = п, q(x) possui no máximo 
Oq(x) = n — 1 raizes em K e portanto f(x) possui no máximo n raízes 
em K, como queríamos demonstrar. E 

Esta proposição nos dá alguns corolários interessantes. 

Seja K um corpo. Se L > K é um corpo dizemos que L é uma 
extensão de K. Observe que o polinômio x? + 1 possui duas raizes 
em C 5 R. 


COROLÁRIO 1: Seja f(x) = ag + a,x + ... + a,x" um polinômio não 
nulo de grau n em K[x]. Então, f(x) possui no máximo 
n raízes em qualquer extensúo L de K. 


Demonstração. Basta observar que se f(x)e K[x] e К c L então 
f(x)e L[x] e agora é só usarmos a proposição anterior 
para o corpo L. m 


Observe que o polinômio x? — 2 não possui raízes em ©, possui 
apenas uma raiz em R e possui 3 raízes em C. Assim, ao extendermos 
o corpo podemos conseguir mais raízes de um dado polinômio, porém 
esse número de raízes será sempre limitado pelo grau desse mesmo 
polinômio. Observe também que o fato de estarmos trabalhando com 
corpos é fundamental em relação ao resultado do corolário 1, para 
isso recorde que o polinômio x? + 1 possui infinitas raízes no anel 
de divisão dos Quatérnios enquanto o polinômio x? + x possui 4 
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Seja K um corpo e f(x) = ay + a,x +... + ax" um polinômio 
em K[x]. Se ue K denotamos por f(u) a expressão f(u) = а + au + 
+ Һаш'е К. 

Vimos no Parágrafo 1 que sobre Z, = K existem diferentes poli- 
nômios f(x) = x? — xe g(x) = 0 tais que ГЬ) = g(b) =0Vbe K = Zy 
Agora vamos provar que isto não ocorre em corpos infinitos. 


COROLÁRIO 2: Sejam f(x) e g(x)e K[x] onde K é um corpo com 
um número infinito de elementos. 
Então, 


O) = д(х) => f(b) = g(b) V be К. 


Demonstração. (=) trivial pela definição de igualdade de polinômios. 
(<=) seja h(x) = f(x) — g(x) e K[x]. Assim, por hipótese, 
temos, h(b) = ОУЬє К, e сото K é infinito segue imediatamente de 
Proposição 1 que h(x) = 0 ou seja f(x) = g(x) como queriamos de- 
monstrar. ш 
Em outras palavras o Corolário 2 acima nos diz que para corpos 
infinitos é válido o “princípio de identidade” para polinômios. 


EXERCÍCIOS 
1. Determine q(x) e r(x) tais que: 
f(x) = q(x) + g(x) + r(x) 


onde r(x) = 0 ou ór(x) < 0g(x) e f(x), g(x) e R[x]. 
(а) /(х) = х +х-1, go)=x2]41. 


(b) f(x) 2x3 +1 ; ах) =х +1. 
(c) f(x) = х5 – 1 po! go) оо, 
(d) Дх) =x* – 2 $ gíx) — x* — 2. 
()f09)2x'-2 , а(х) =х-– 32. 


2. Sejam f(x), g(x)e Z[x]eg(x) = bo + bjx +... + bmx” onde b, = 1. 
Prove que 3q(x), r(x)eZ[x] tais que: f(x) = q()- g(x) + r(x) 
onde r(x) = 0 ou ér(x) < дд(х). 

3. Seja f(x)e K[x] — (0), K um corpo, e seja L 2 K uma extensáo 
de К. Prove que, se «e L é uma raiz de Дх) entáo 3 q(x) e L[x] 
tal que f(x) = (x — a)- а(х). [isto é, se а é uma raiz de f(x) em 
um corpo entáo (x — a) é um fator de f(x) nesse corpo]. 
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4. Seja K um corpo. Dizemos que K é um corpo algebricamente 
fechado se V f(x)e K[x] 30€ К tal que f(x) = 0. (Por exemplo С 
€ um corpo algebricamente fechado). 

Prove que: 
R não é um corpo algebricamente fechado. 


m 


Prove que todo polinômio de grau ímpar sobre R possui uma raiz 
em R [Sugestão: use o teorema do valor intermediário]. 


а 


Prove que se К é algebricamente fechado, então todo polinômio 
fx)e K[x] de grau n > 1 pode ser fatorado em К do seguinte 
modo: 


f(x) = с (x — а): (x — а)... (х — q) 


onde ce К, e o,,...,2,€ К são raizes de f(x). 


м 


. Fatore o polinômio х“ — 1 sobre o corpo К = С сото no Exer- 
cício 6. 
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E sobre o corpo Z;? 


9. Prove que se D é um dominio de Integridade entáo D[x] é também 
um domínio de integridade. Conclua daí que se К é um corpo, 
então K[x,,x;,..., x,] é um domínio de integridade. 


10. Se A é um anel comutativo com unidade 1e A construa o anel 
A[x] dos polinómios sobre A4 na indeterminada x. Prove que 
A[x] é também um anel comutativo com unidade. 


11. Calcule todas as raizesem К = Z, do polinômio f(x) = x? + 3x? + 
+ xX? 2xeZ[x]. 
12. Seja K um corpoe L > K uma extensão de K. Se «€ Le f(x)e K[x], 
f(x) =a9+ ax +... + a,x" definimos f(x) = a+ ajx +... + 
+ a, 0” E L. 
(a) Prove que K[x] = (f(x): f(x)e K[x]) é um domínio de in- 
tegridade tal que 


К c K[a] c L. 
(b) Prove que V : K[x] ^ K[a] é um homomorfismo sobrejetivo. 
Fx) vf) 


(с) J = {f(x)e K[x] : f(x) = 0) é um ideal de K[x] 
(d) K[x]/J = K[a] c L. 


18€ 


19. 
20. 


21. 


22. 
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Prove que Q[/2] =(f(/2) : f(x) e Q[x]) é igual a 
{x + 3/2 : x, ye Q}. Prove que o ideal J = (f(x) e Q[x] :1(/2)=0) 
$ um ideal maximal de Q[x] e conclua pelo item (d) do Exercicio 
12 que Q[,/2] é um corpo (generalize para ./p, p primo > 2) 


. Calcule FG) gx), jl (x), g(x)e K[x] nos seguintes casos: 


(a) f(x) = 5x* + 3x — 4; g(x) = 2x? — x +3 onde K = Z;. 
(b) f(x) = 7x* — 2x2 + 3; g(x) = 3х2 + 4 onde K = Z,,. 


- Calcular uma outra função polinomial f sobre o corpo K = Z, 


que coincida com a função polinomial x? — x + 1 sobre Z,. 


. Mostre que a equação X? = 1 possui 4 soluções no anel Z,.. 


Porque? 


- Sejam D e D' dois domínios isomorfos. Prove que: D[x]  D'[y] 


onde D[x] é o domínio dos polinómios sobre D na indeterminada 
x, e D'[y] € o domínio dos polinómios sobre D' na indeterminada y. 


. Prove que: se F é o corpo de frações de um domínio D então, 


F(x) = D(x), 


onde F(x) é corpo de frações de F| [x] e D(x) é o corpo de frações 
de D[x]. 


Quantas funções f :Z, >Z, existem? 
Se K é um corpo e ae K,a #0, 
(a) Prove que: v : K[x] > K[x] é um automorfismo 
р(х) v» pla» x) = y(p(x)) 
de K[x]. 
(b) O que acontece se K for substituido no item anterior por um 
domínio D? y será também automorfismo? 


Seja K um corpo e ae K. 
Prove que: 
9 :K[x] > K[x] 
р(х) э р(х + a) = ф(р(х)) 
© um automorfismo de К[х]. 


Seja К um corpo f(x)e K[x] e ae K. Prove que o resto da divisão 
de f(x) por g(x) =x — a é f(a). 
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83 Ideais principais e máximo divisor comum 


Seja K um corpo. Como sabemos, um ideal principal de K[x] 
é o conjunto dos múltiplos de um elemento p(x)e K[x], isto é, tem a 
forma 


J = К[х]+ р(х) = {/(х) р(х): f(x) e K[x]) 


Neste parágrafo, vamos provar a existência de Máximo Divisor 
Comum em K[x] e para isso vamos provar um teorema que diz ser 
K[x] um domínio principal. 


TEOREMA 2. Todo ideal de K[x] é principal. 


Demonstração. Seja J um ideal de K[x]. Se J = (0) então J é gerado 

por 0. Suponhamos que J (0) e escolhemos0  p(x)e J 
tal que др(х) seja o menor possível. Se р(х) = a constante O então 
1 —a^!-ae€J e assim segue imediatamente que J = K[x] é gerado 
рог 1 e K[x]. Suponhamos então др > 0. 

Como p(x)eJ claramente temos K[x]* р(х) c J. Agora vamos 
provar que J c K[x] - р(х) e isto demonstra o Teorema 2. 

De fato, seja f(x)eJ. Pelo algoritmo de Euclides temos que 
3q(x)r(x)e K[x] tais que f(x) = q(x)- р(х) + r(x) onde ou r(x) = 0 
ou ór(x) < Op(x). 

Agora, como /f(x)p(x)eJ segue imediatamente que r(x) = 
= f(x) – q) -p(x)eJ e pela minimalidade de nossa escolha do 
polinômio р(х) є J segue que r(x) = 0 e portanto temos f(x) = 
= (х): p(x)e K[x]- р(х) como queríamos demonstrar. E 

Antes de enunciarmos o próximo teorema vamos definir a noção 
de divisibilidade em K[x]. 

Sejam f(x), g(x) e K[x], g(x) + 0. Dizemos g(x) é um divisor de 
f(x) em K[x] (ou g(x) divide f(x) em K[x]) se 3 h(x)e K[x] tal que, 
f(x) = h(x) • g(x). 

Se g(x) é um divisor de f(x) em K[x] escreveremos g(x) f(x) em K[x ]. 

Se py(x), -.., p, (x) e K[x] sabemos que J = K[x]-p;(x) +... + 
+ KEJ PAO = US): pi) fa pal ifie KD] 

[—31;2;5../m 


é o ideal de K[x] gerado por pi(x),.... p, (x) e K[x]. 
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TEOREMA 3 (Existência de M.D.C.). Sejam 
Pi), ...,р„(х)є K[x] — (0) 


e seja o ideal J = K[x]* pi(x) +... + K[x] + р(х) de K[x] gerado 
pelos polinômios não nulos | p,(x), ..., p,(x). 

Se d(x)e K[x] é tal que J = K[x]- d(x) então são válidas as se- 

guintes propriedades: 

(a) 3ғ,(х),...,г„(х)є K[x] tais que 
Ax) = (х) * р(х) +... + (х) + р„(х). 

(b) d(x) é um divisor comum de р(х), pa(x), ...,р„(х). 

(c) se d'(x) é um divisor comum qualquer de p,(x), р(х), ..., p,(x) então 
d(x) é também um divisor de d(x). 

Um polinómio satisfazendo as condigóes (b) e (c) chama-se um 
M.D.C. de р(х), ---, p,(x) em K[x]. É claro que se d(x) é um M.D.C. 
de р, (х), ..., p,(x) em K[x] a€ К, a + 0 então a-d(x) é também um 
M.D.C. em K[x] desses mesmos polinómios. 


Demonstração. (a) sai imediatamente da igualdade 
K[x] + d(x) = K[x] - p36) +... + К[х]+ р„(х). 

(b) seja ie{1,...,m} e K[x]- d(x) = K[x]* pib) +... + К[х]+ pal). 

Então é claro que, 
р{х)є K[x]- px) = K[x]-pi(x) +... + K[x]* рх) = К[х]а(х) 

e portanto 3 r(x)e K[x] tal que р(х) = (х): d(x), isto é, d(x) é um 
divisor de cada рх), i = 1, 2,..., т. 

(c) seja d'(x) um divisor comum em K[x], de p,(x), ..., p(x), isto ё, 
3r(x)e K[x] tal que р(х) = r(x)- dx), i = 1,2, ...,m. 

Assim, 

K[x]* р(х) © К[х]: 4G) V ie (1,2, ..., m] 

€ daí segue que, 

K[x]* d(x) = K[x]* р(х) +... + K[x] + p,(x) = K[x]* d'G9, 


ou seja, Э r(x) e K[x] tal que d(x) = r(x)» d(x) e isto demonstra o 
Teorema 3. ш 

Se f(x) = ag + ax +... + а,х" é um polinômio não nulo de 
K[x] tal que a, = 1 dizemos que f(x) é um polinômio mónico em К[х]. 
Se p,(x)....p,(x)e K[x] — (0) é claro que existe um único 
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M.D.C. mônico de p,(x),...,p,(x) em K[x]. Nesse caso dizemos o 

M.D.C. de р(х), ..., Prix) em Ma o qual denotamos por 

M.D.C.(p,(x), ..., Pníx)). Se M.D.C. (р(х), ...,р„(х)) = 1 dizemos que 
K[x] K[x] 

os polinômios são relativamente primos em K[x], e nesse caso 

3, (х), ...„ғ„(х)є К[х] tais que rjG)*piQ) +... + ro) Pax) = 1. 


EXEMPLO. Vamos provar nesse exemplo que o domínio 4 — Z[x] 
nào é um domínio de ideais principais. 

De fato, seja I o ideal de A gerado por 2 e x, isto é, I = 4:2 + 
+ А-х = (2p(x) + x«q(x) : p), q) e Z[x]. 

Suponhamos por absurdo que 4 é um domínio de ideais princi- 
pais. Assim existe d(x)e A tal que I = А (х), e isto nos diz que 
А-2 + А-х = A- d(x) e portanto d(x) é um M.D.C. de 2 e x em Z[x]. 
Como 2 é um número primo em Z e 2 náo é divisor de x em Z[x] pois 
1/2€ Z, segue imediatamente que dx) + 1. ou seja, 


1 =M.D.C.(2,x) em Z[x] e A2+4x=4. 


Assim existem polinômios р(х) e q(x) com coeficientes -inteiros 
tais que 1 = 2p(x) + x- q(x) o que nos dá um absurdo pois o termo 
independente da expressão 2p(x) + x + q(x), р(х) q(x) є Z[x] é sempre par. 

O domínio А = Z[x] apesar de não ser um domínio de ideais 
principais é um domínio fatorial e isto nos dá imediatamente a exis- 
tência de M.D.C, em Z[x]. Apenas o M.D.C. d(x) e Z[x] de polinômios 
р(х), q(x) e Z[x] nem sempre pode ser escrito na forma d(x) = r(x) р(х) + 
+ s(x) q(x), com r(x), s(x)e Z[x], como acontecia com o M.D.C. em 
K[x], onde K é um corpo. 


EXERCÍCIOS 
1. Mostre que 3 р(х), а(х) e Z[x] tais que др(х) = 0q(x) =2ex* + 4 = 
= р(х) q(x). 
2. Calcule М.Р.С.о,у (/(x). g(x)) para os seguintes pares de poli- 
nómios em C[x]: 
(a) f(x) = (x — 2} (x — 5)*(х — 0); g(x) = (x — 1)(х — Ax — SP 
(b) Д) = G? + 1)(х®.— 1); gi) = (x + Po — 1). 
3. Calcule M.D.C.( f(x), g(x)) para os seguintes pares de polinômios 


em Q[x]. 


© 


10. 
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(a) f(x) = x? — 6x? + x + 4; g(x) = х5 — 6x +1 
(D (0) = х2 +1; ф(х) = х +02 a 


- Seja f(x), g(x)e K[x] — (0) e seja ae К,а x 0. Então prove que: 


d(x) é um M.D.C. de f(x) e g(x) em K[x] = a» d(x) é um M.D.C. 
de f(x) e g(x) em K[x]. 


- Seja f(x), g(x)e K[x] — (0) e L > K uma extensão do corpo К. 


Prove que: 
(a) MDC: (00, 909) = MDC. (09, 969) 


(b) f(x) e g(x) são relativamente primos em K[x] = f(x) e g(x) 
são relativamente primos em L[x]. 


. Defina a noção de M.D.C. em Z[X] e prove que: 


M.D.C.(3, x) = 1. 
Z1X] 


- Seja D um domínio de integridade. Dizemos que um elemento 


uc D é invertivel em D se 3veD tal que u-v = р.и = 1. 
Prove que: 

(а) u,v invertíveis em D = u.v invertível em D 

(b) u invertível em D<>u divide x, V x e D. 


. Seja D = Z[ /p] onde pé um número primo. Se ye D, y = m + n/p 


defina N(y) = m? — p-n?. 

(a) Prove que se y, y'€ D então N(y- у) = N(y)- N(y) 

(b) Prove que se и é invertivel em D entáo N(u) = +1. 
(c) Calcule os elementos inversíveis de Z[,/2] e 2[,/3]. 


- Calcular q(x), r(x) tais que f(x) = а(х): (х) + r(x) onde ou 


r(x) 2 0 ou Ше, < дд(х). 


(a) f(x) = x? x + 3x — 5; g(x) 8 + 7e Q[x]. 

(b) f(x) = x? x + 3x— 5; gx) = 2e 0[x]. 

(c) f(x) = x5 x +3x — 5; go)=x Ж 2eZ4[x]. 

(d) f(x) = x$ — x3 + 3x 3: g(x) = х? + x—1leZj[x]. 


Quais dos conjuntos J < Q[x] são ideais de Q[x]. Em caso afir- 
mativo, calcule р(х) mónico e J tal que J = Q[x]- p(x). Quais J 
são ideais maximais de Q[x]? 

(a) J = {fe Q[x] : /(1) = f0) = 

(b) J =(f() e QU]: /Q) =0; Fo 

© J = {fœ E [х]: /6/3) = 0}. 

(d) J = {fe QUIT: Л) =0 e fO = f0) 
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84 Polinômios irredutíveis e ideais maximais 


Seja K um corpo e K[x] o domínio dos polinômios sobre K na 
indeterminada x. 

Nesse parágrafo vamos introduzir os polinômios em K[x] que, 
dentro da analogia de K[x] com Z, fazem o mesmo papel dos números 
primos em Z. Esses polinômios serão chamados de polinômios irredu- 
tíveis sobre K. 

Seja f(x)e K[x] tal que 0f(x) > 1. Dizemos que f(x) é um 
polinômio irredutível sobre K se toda vez que f(x) = g(x): h(x), 
g(x), h(x)e K[x] então temos g(x) = a constante em К ou h(x) = b 
constante em K. Se f(x) for não irredutível sobre K dizemos que f 
é redutível sobre K. 

Claramente temos que todo polinômio de grau 1 sobre um corpo 
M éirredutível sobre M. Observe também que o polinômio f(x) =x? + 1 
é irredutível sobre o corpo R porém é redutivel sobre C. Assim um 
polinômio f(x)e K[x] pode ser irredutível sobre К e redutível em 
uma extensão L > К. 

Agora vamos provar um teorema relacionando polinômios irredu- 

tíveis e ideais maximais (veja a comparação com números primos em Z). 


TEOREMA 4. Sejam K um corpo e p(x)e K[x]. 
Então as seguintes condições são equivalentes: 
(a) p(x) é irredutível sobre K. 
(b) J = K[x]- p(x) é um ideal maximal em K[x]. 
(c) K[x]/J é um corpo, onde J = K[x] + р(х). 


Demonstração. A equivalência (b) <> (c) sai imediatamente do Teorema 
3 do Capítulo 3. Assim vamos apenas provar que 
(a) <> (b). 
(а) = (b): Suponhamos p(x)e K[x], p(x) irredutível sobre K, e seja 
J = K[x]: рх) = (00) + p) : бх) e K[x]. Como grau 
р(х) > 1 temos imediatamente que J  K[x]. 
Se I = K[x] - h(x) € um ideal de K[x] tal que 1 > J vamos provar 
que / — J ou I = K[x]. (Observe que estamos usando o Teorema 2: 
todo ideal de K[x] é principal). 
Assim, p(x) e K[x] * р(х) = K[x] + h(x) nos diz que, р(х) = g(x)* h(x) 
para algum g(x)e K[x] Como р(х) é irredutível temos que 
g(x) = ae К — {0} constante ou h(x) = be К — (0) constante. 
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Se g(x) = a O constante temos que h(x) = a^! - р(х) e portanto 
I = K[x] + h(x) € K[x] : р(х) = J e isto nos dá I = J. 

Se h(x) = b # O constante temos I = K[x] + h(x) = K[x] e isto 
termina a implicação (a) — (c). 

(Б) = (а): Seja J = K[x] - p(x) um ideal máximal em K[x]. 
Assim J # K[x] nos diz que óp(x) > 1. 

Suponhamos g(x), h(x)e K[x] е р(х) = g(x)-h(x). Assim segue 
imediatamente que J c I = K[x]-h(x) e como J é máximal temos 
que J — I ou I = K[x]. Se J = I segue que h(x)e J = K[x]- р(х) 
€ isto nos diz que h(x) = f(x)* p(x) para algum f(x)e K[x]. Daí segue 
que р(х) = g(x)- f(x) + р(х). Como р(х) #0 e K[x] é um domínio de 
integridade teremos 1 = g(x) - f(x), isto é, g(x) e K[x] é um polinômio 
invertível em K[x]. Portanto temos imediatamente que g(x) = a # 0 
é um polinômio constante. 

Se I = K[x] segue imediatamente que h(x) = Б * 0 constante 
ou seja р(х) é irredutível sobre К como queríamos demonstrar. M 

Vamos ver aqui alguns exemplos de corpos obtidos através do 
quociente de domínio do tipo 4 = K[x], K corpo por um ideal maximal 

em А: 


EXEMPLO 1. Primeiramente vamos provar que se A — R[x] e 
I = A- (x? + 1) entáo A/I = C. De fato, como (x? + 1) 

é um polinômio irredutível em K[x] segue que L = A/I é um corpo. 
Se p(x)e A entào pelo algorítmo da divisáo existem polinómios 

а(х), r(x)e A tais que: 

р(х) = q(x)- (x? + 1) + rtx), onde r(x) = bx + a com a, be R. 
Passando a barra (congruéncia módulo I) e tendo em vista que 

(x? + 1) = 0 temos, 


р(х) = а(х): G3 + 1) + ro) = rx) = bx ca b.x + 


^ e n = (b-x + a:a,be RJ. Observe também que se denotarmos 
= (a:aeR) então a função barra —:R > R preserva soma e 
amaá 


produto e de fato é um isomorfismo, ou seja R = R. 
Agora, gomo em L,X = а satisfaz a equação z? + 1 = 0 pois 
1+1=x+1=0 podemos entáo construir um isomorfismo y 
de C sobre L como segue: 
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y:C => L, e portanto С = L. 
ad bi vac bx 
iwox 


aw>a 


EXEMPLO 2. Seja A 2 Q[x] e I =4-(x?— p) onde р é um número 
primo positivo. É de fácil verificação que K = (a + 
+b/p:a, be Q} é um subcorpo de R contendo Q e /p (aliás é o 
menor tal subcorpo). Vamos mostrar nesse exemplo que A/I = К. 
De fato, seja L = A/I = [p(x) : px) € A}, onde a barra é relativa 
a congruência módulo /. Como /pgQ sabemos que x? — p é um 
polinômio irredutível em Q[x] e portanto L é um corpo. 
Se p(x)e A então pelo algoritmo da divisão existe q(x), r(x} em 
Q[x] tais que: Р(х) = qx? — p) + r(x), onde r(x) = a + bx, a, be Q. 
Como no exemplo anterior segue imediatamente que р(х) = 
= (х): (x? — p)-- (x) 2r(x) 2 a-- b- x e portanto, L—(a--bx :a,be Q}. 
De modo inteiramente análogo ao Exemplo 1 chegamos que a 
função barra: — : ©  Q é um isomorfismo ou seja Q ~ Q = (a: ac Q} 
e também x —a satisfaz em L a equação z? — p=0 pois x? - p =x? — p =ð. 
Assim podemos construir um isomorfismo y : K > L como segue: 
v:KoL 
a 4 b/p vsü t bx 


ама 


х хэ \/р 


EXERCÍCIOS 


1. Seja К um corpo e f(x)e K[x] — (0). Prove que, se f(x) é um 
polinômio de grau > 2 e possui uma raiz ae К então f(x) é re- 
dutível sobre K. 

2. Mostre que todo polinômio f(x)e R[x] de grau ímpar >3 é 
redutível sobre R. 

3. Determine todos os n de modo que x? + 2 divide 
x5 — 10х + 12 em 2, = (0,1,..,n — 1). 

4. Determine todos os polinômios de grau 2 que sejam irredutível 
sobre К = Z,. 


5. Determine todos os polinômios irredutíveis de grau < 3 sobre 
K = 2,. 
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6. Prove que se J = R[x]-(x? + 1) é um ideal maximal de R[x] e 
identifique o corpo R[x]/J. 


м 


. Mostre que х? + x + 1є2,[х] é irredutível sobre 2,. 


оо 


. Mostre que o polinômio р(х) = x? — 2 éirredutível sobre o corpo ©. 


© 


. Seja К um corpo e р(х)є K[x] um polinômio irredutivel sobre К. 
Seja f(x) e K[x] — (0). Prove que, se f(x) (x) então ou f(x) = a 
constante nào nula ou р(х) = b- f(x) com b + 0,be К. 

10. Prove que f(x) = x* + 4éum polinômio redutível sobre o corpo Q. 

П. Seja K um corpo e f(x) e K[x] um polinômio tal que 1 < ôf (x) < 3. 

Prove que ou f(x) € irredutível sobre K ou f(x) possui uma raiz 
em K. E se grau de f(x) 2 4? 

12. Seja f(x) e R[x] tal que óf(x) = 2. 

Prove que, f(x) é irredutível sobre R <> f(x) pode ser escrito na 
forma f(x) = (x — а)? + b? onde a beR e b z 0. 

13. Seja K um corpo e p(x)e K[x] um polinómio irredutível sobre 

К. Se f(x), gl) e K[x] e р(х)\/(х)+ gix), prove que р(х)\/(х) ou 

р(х)\д(х). 

(Sugestão: veja a demonstração análoga feita para números 

primos no Parágrafo 5 do Capítulo 2). 


85 Fatorizacáo única 


Se ue K — (0) e se p,(x), ..., prix) são polinômios irredutíveis sobre K 
vamos usar a expressão f(x) = u- p,(x) ... p,(x) de tal modo que in- 
cluiremos na mesma a possibilidade f(x) = и no caso de m = 0. 


TEOREMA 5. Seja K um corpo. Então todo polinômio f(x) e K[x] —(0) 
pode ser escrito na forma, 


f(x) = и+рү(х)... р(х) 
onde ue K — (0) e p,(x), р;(х),..., pn(x) são polinômios irredutíveis sobre 
K. (náo necessariamente distintos). 


Mais ainda, essa expressão é única a menos da constante и e da ordem 
dos polinômios pj(x),..., PX). 


80 | Introdução à álgebra 


Demonstração. Seja f(x) e K[x] — (0). 
Vamos provar por indução sobre Of(x) = n. 

Se n =0 f(x) = и constante não nula. Assim, podemos assumir 
д/(х) =п>1. 

Vamos supor pela hipótese de indução que todo polinômio não nulo 
de grau menor que n pode ser escrito na expressão desejada, e vamos 
demonstrar que f(x) também pode ser escrito naquela expressão. 

Suponhamos, por absurdo, que f(x) não possa ser escrito como 
produto de irredutíveis. Então f(x) é um polinômio redutível sobre K. 
Assim, 


3g(x) Mx) € K[x], 1 < 0g(x) < n, 1 < 0h(x) < n 


tais que f(x) = g(x)- h(x). 
Agora, por indução temos, 


g(x) = a-py(x)...p(x), aE K — {0} e pi), -~ p) 
polinômios irredutíveis sobre K. Analogamente, 


h(x) = Б-р, .1(х) ...р„(х), be K — {0} е р,,ү(х),...‚р„(х) 


polinômios irredutíveis sobre K. 
Assim, f(x) = u. р(х)... р„(х), onde u=abeK-— {0} e 
р\(х),...,р„(х) polinômios irredutíveis sobre К. 
Vamos agora demonstrar a unicidade da expressão. 
Suponhamos 


(х) = и*р\(х)... prix) = ul + pi(x) ... р(х) 
onde u,u € K — {0} е р(х), ...,р„(х), Pix), -.., р(х) são polinômios 


irredutíveis sobre K. 
Assim, temos, 


ру(х)\р\(х)... px) 


e daí segue que 3u¿e K — (0) tal que р{х) = u;* p,(x) (nesse caso 
dizemos que р{х) е р(х) são associados em K[x]). 

Agora o teorema segue por indução sobre т. 

Se т = 1 e p,(x) irredutível temos que necessáriamente s=1 e 
р\(х) e р{х) são associados em K[x]. : 

Suponhamos т > 1. De p(x) = uj* pi(x) e sendo K[x] um domí- 
nio temos que: 


u* pix) «e. Pmlx) = и + ui* р(х)... Pio 1(х) + Pis 10) --- р(х) 
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e daí segue pela hipótese de indução que m — 1 = s — 1 (isto é, m = s) 
e mais cada р(х) está associado com algum páx) através de uma cons- 
tante, e isto termina a demonstração do teorema. E 


EXERCÍCIOS 


1. Se K é um corpo. Prove que K[x] satisfaz a condição da cadeia 
ascendente de Ideais (isto é, se (J;); „ы é uma seqüéncia de ideais 
de K(x] eJ, cJ; ел, с... c J, с... então 3meN tal que 


Jum Jam = Jua, VEN) 


m+s 
(Sugestão: Veja o Capítulo 2; Parágrafo 5). 

2. Mostre com um contra-exemplo que se K é um corpo então K[x] 
não satisfaz a condição da cadeia descendente de ideais. 
(Sugestão: Seja J; = K[x]+x' o ideal gerado por х?) 

3. Use o teorema da fatorização única para definir M.D.C. e M.M.C. 
de polinômios. 


4. Decomponha o polinômio x* — 5x? + 6 em produto de fatores 
irredutíveis sobre os seguintes corpos K: 


(a) K =Q. 
(b) K =0[,/2] 
(с) К = К. 


5. Decomponha sobre o corpo К = Z, os seguintes polinómios como 
produto de irredutíveis: М 
(а) х2 +х+1 А (6) х +x+2; d 
(с) 2х3 + 2х2 4x1 ; (date x 31. 

6. Prove que o polinômio x? — 3 é irredutível sobre o Corpo K = Z,. 


Mais ainda, se J=Zs[x]-p(x) onde р(х) =x? — 3 então o 
corpo Z,[x]/J possui exatamente 25 elementos. 


м 


. Prove que o polinômio р(х) = x? + х + 1 é irredutível sobre 
Z; e mostre que o corpo Z.[x]/J possui exatamente 125 elementos 
onde J = Z;[x]- p(x) é o ideal principal de Z,[x] gerado por 
Юх) = х +x+]. 


8. Seja р(х) um polinômio irredutível de grau п sobre о corpo 2: 
p primo, e seja J — Zjx]- p(x). Prove que Z,[x]/J é um corpo 
contendo exatamente p" elementos. 
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9. (a) Defina a noção de irredutibilidade em um domínio D. 
(b) Prove que Z[,/5] = р é um domínio onde não é válido o 
teorema da fatorização única. 
(Sugestão: Prove que 2,3 + /5 e 3 — ү/5 são elementos irredu- 
tíveisem De verifique que 4=2.2=(3+ 5)-(3-/5) 
(c) Conclua então que em D = Z[./5] não existe Algorítmo da 
divisão de Euclides. 


10. (a) Prove que р(х) = x? + 1 é irredutível sobre К = 2, e cons- 

trua um corpo contendo 49 elementos. 

(b) Prove que р(х) = x? + 1 é irredutível sobre K = Z,, e cons- 
trua um corpo contendo 121 elementos. 

(c) Prove que р(х) = x? + 1 é redutível sobre K = Z,. 

(d) Prove que р(х) = x? — 9 é irredutível sobre o corpo К = Z4, 
e construa um corpo contendo (31)? elementos. 

(e) Prove que р(х) = x? — 9 é redutível sobre Z,,. 


86 O critério de Eisenstein 


A verificação da irredutibilidade de um polinômio sobre um 
corpo é, em geral, um problema difícil. Veremos nesse parágrafo um 
teorema que nos dá condições suficientes para que um polinômio 
/(х)є Q[x] seja irredutível sobre Q. Claramente, multiplicando f(x) 
pelo M.M.C. dos denominadores dos coeficientes de f(x), podemos 
supor que f(x) e Z[x]. Vamos usar também a notação akb significando 
que “a náo é um divisor de b”. 

Primeiramente vamos provar uma proposicáo (Lema de Gauss) 
que nos diz que irredutibilidade sobre 2 de f(x)e Z[x] é equivalente a 
irredutibilidade de f(x) sobre Q 


PROPOSIÇÃO 2 (Gauss). Seja f(x)e Z[x] tal que f(x) é irredutível 
sobre Z então f(x) é irredutível sobre O. 


Demonstração. Suponhamos que f(x) seja irredutível sobre Z mas 
Јо) = gx) h(x), onde g(x), h(x)e Q[x] e 1 < дд), 
oh(x) < ôf (x). 
Claramente existe inteiro positivo m tal que m- f(x) = g,(x)-h,(x) 
onde g,(x), h,(x) e Z[x]. 
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Assim temos, 


910) = а + ах +... + ах, ajeZ. 
р(х) = by + b,x +... bx, b;eZ. 


Suponhamos agora que pim, ? primo. Vamos provar que 
pra, Viefl,...,rj ou pbVjell, 

De fato, se die (l,...,rje enr .,5j tais que pxa; e pxb, con- 
sideremos i e j menores possíveis com esa propriedade. 

Ora, como pm temos que p divide o coeficiente de x'*i do poli- 
nômio máx) = g,G)-h,(x) isto é, pW(bo*aj,; + Б, ау +... + 
+ Буа +... А Баура + bi; ар). 

Pela nossa escolha de i e j temos que p divide cada parcela, exceto 
b;*a;, do coeficiente de x'*? de g,(x)- h,(x). 

Como p divide toda a expressão segue também que р\Ь, • a; e como 
p é um número primo temos que pb; ou pa; que é uma contradição. 

Assim, se p primo, pm = pa; Vie (1,...,r] ou pb; Yje (1,..., 5). 

Sem perda de generalidade, suponbzunos que pa; Vie (1,2, ..., г). 

Assim, g(x) = p* gx) onde g;(x)e Z[x], e se m = р- т, temos 


p:m, f(x) = pe g(x) h(x) 
m, f(x) = gx) + h(x). 
Como o número de fatores primos de m é finito prosseguindo no 


argumento acima (ou por indução sobre o número de fatores primos 
de m) chegaremos que: 


f(x) = g*(x)-h*(x) onde, 
g*(x), h*G9) e Z[x] 


e g*(x) e h*(x) sáo multiplos racionais de g(x) e h(x), respectivamente, 
contradizendo a irredutibilidade de f(x) sobre Z. m 


TEOREMA 6 (Critério de Eisenstein). Seja f(x) = ag + ax +... + 
+ a,x” um polinômio em Z[ x]. 
Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que: 
(a) pa, 
(b) pray, а, -.., Ap-1 
(9 Pas. 
Então f(x) é irredutível sobre Q. 
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Demonstração. Pela proposição anterior é suficiente provar que f(x) 
é irredutível sobre Z. Suponhamos por contradição que, 
Је) = g) - А), (х), h(x) e Z[x] 
Ө 1 < дд(х),дЩх) < ôf (x) = п 
Seja, 
g(x) = bo + bix +... + bx eZ[x], 0g) =r 
h(x) = co + ex +... + ex eZ[x], oh(x) = s 
Assim n =r + s. 

Agora Бу co = ay e assim p\bọ ou р\со e como p?Xa, segue que 
p divide apenas um dos inteiros bo, со. Vamos admitir, sem perda de 
generalidade, que pb, € pXco. 

Agora a, =b,-c, é o coeficiente de x" = x'** e portanto pxb, e 
pb. Seja b; o primeiro coeficiente de g(x) tal que pkb;. 

Agora а; = Бу: с + b,* cj, +... + 6: со e portanto como 
Do, ..., Р, 1, pxb; € рхо > pxa; i = n o que é um absurdo pois 
Ixixr«n. m 

Vamos ver alguns exemplos de polinómios irredutíveis sobre Q. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = x? + 2x + 10. O critério de Einsenstein 
se aplica para o primo p — 2, portanto f(x) é irredu- 
tível sobre Q. 


EXEMPLO 2. Agora, seja p um número primo qualquer e seja 

р(х) = x" — p um polinômio de grau n > 1 sobre Q. 
Claramente, o próprio primo p se aplica no critério de Einsenstein, e 
portanto р(х) é irredutível sobre Q. 


EXEMPLO 3. É de imediata verificação que se К é um corpo e 
ae К então, 


Y:Klx] > K[x] 
f(x) fix + a) 


é um automorfismo de K[x]. 

Assim, não é difícil concluir que se K é um corpo, ae Ke f(x) € K[x] 
então f(x) é irredutível sobre K se e somente se f(x + a) é irredutível 
sobre K. Vamos usar isto a seguir. 
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Seja p um número primo >2 e seja q(x)eZ[x] o polinômio 
q(x) = x"! + xP? +... + х + х + 1. Vamos provar que q(x) é 
irredutível sobre Q. Não podemos aplicar imediatamente o critério 
de Eisenstein, porém sabemos pelo argumento acima que q(x) será 
irredutível sobre Q se q(x + 1) for irredutível sobre ©. Desenvolvendo 
gx+D=(x+1 +(x + 1)? + + (a+ 1 (a+ 1) ё 
fácil de ver que o primo p se aplica no critério de Eisenstein e portanto 
q(x) é irredutível sobre Q. 

Agora vamos enunciar como proposição mais um critério de 
irredutibilidade sobre Q. 


PROPOSIÇÃO 3. Seja р um número primo e seja Z, = (0,1,...,p—1) 
o corpo contendo p elementos. 
Se f(x) = ag + a,x +... + ax" € Z[x] vamos definir o polinômio 
J)e Z,[x] do seguinte modo: 


Хх) = а + арх +... + ах" 


onde à; = а + p*Z ё a classe de equivalência, módulo р, cujo repre- 
sentante é a;€ Z. 
Então, 
(a) 9 :Z[x] > Z [x] define um homomorfismo (sobrejetivo) do domínio 
FO) mf) 
Z[x] sobre o dominio 2 [x]. 
(b) Se pxa, e f(x) é irredutível sobre Z, então f(x) é irredutível sobre Q. 
(Observe que se f(x) é mônico, então pxa, = 1 é sempre satisfeita). 


Demonstração. (a) a demonstração desse item é direta e deixamos como 
exercício. 
(b) suponhamos f(x) = ag + a,x +... + a,x"; grau f=nep 
primo pka,. 
Suponhamos que f(x) € Z[x] é redutível sobre Q. Então sabemos 
(Lema de Gauss) que 


dg(x) = bo + bx +... + bx' eZ[x] grau д(х) 2r, 1 Er «n 
e 


3х) = co + сух +... + ex eZ[x] grau hx) 2s 1 <5 «n 


tais que f(x) = glx). h(x). 
Imediatamente segue que: 


flo) = (х) - h(x) 
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onde g(x) e Z [x] e hx)eZ,[x]. 

Mais ainda, como a, = Б, - c, € pXa, segue que pxb, е pxc, e por- 
tanto b, 4 0 e & 4 0, isto é, grau g(x) = r e grau h(x) = s e portanto 
fe é redutível sobre Z, e isto demonstra a proposição. ш 


EXEMPLO 4. Seja f(x) = x! + 10x) + 15x? + 5х + 12e Z[x]. 
Vamos provar que f(x) é irredutível sobre Q. 
Considere р = 5 e Z, = (0,1,2,3,4) então f(x) = х* + 2e Zs[x]. 
Como Sal pela proposição anterior é suficiente provarmos que 
f(x) = x* + 2 é irredutível sobre Z5. 
A primeira observação que € é que xt +2 = f(x) não 
possui raizes em Z,. Assim a única possibilidade de fatorarmos 
f(x) = x* + 2 seria a seguinte: 


xf did JR Ma ET ion 


tas € fácil Ссн св йы ас MeN dessa última fatoração. 
Assim, 


ро) = x* + 10x + 15x? + 5x + 12 


é irredutível sobre Q. 


EXERCÍCIOS 


1. Prove que os seguintes polinômios f(x)eZ[x] são irredutiveis 
sobre O. 
(a) f(x) = x* + 2x0 + 2x? + 2x +2 
(b) f(x) = х" — 31 
(c) f(x) = х® + 15 
(d) f(x) =x? 46x? + 5x + 25 
(е) f(x) = х + 8х5 + х2 + 2х +5 
(f f(x) = x* + 10x? + 20x? + 30x + 22 


2. Determine quais dos seguintes polinômios são irredutíveis sobre ©: 


(а) x) -х+1 á (b) х? + 2x + 10; 
(0x – 2х2 + x +15; (d) x* +2 
(е) xX*-2 Я M хх +1. 


3. Seja f(x) = ag + ах +... + ax" e Z[x] um polinômio de grau п. 
Prove que, se f(x) é mônico, então toda raiz racional de f (x) é 
inteira. 


4. Prove 
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que f(x) = ах? + bx + ce R[x] é irredutível sobre 
R=b? — 4ac < 0. 


5. Determine quais dos seguintes polinómios sobre os seguintes corpos 


K sáo irredutíveis: 


> 


> 


> 


K=0 
K=0 
K=2,; 
K =Z, 
K =Z; 


CAPÍTULO У 


EXTENSOES ALGÉBRICAS 
DOS RACIONAIS 


O objetivo principal desse capítulo será a construgáo de corpos 
K,Q с K с С através do processo de adjunção de raízes de um 
polinómio. Vamos também provar alguns resultados que seráo úteis 
no desenvolvimento da Teoria de Galóis. 


81 A Adjuncáo de raízes 


Neste parágrafo, К representa um corpo e L > К uma exten- 
sáo de K. 

Dizemos que «€ L é algébrico sobre K se 3 f(x)e K[x] — (0) 
tal que / (v) = 0. Caso contrário dizemos que х é transcendente sobre К. 

Os elementos algébricos (transcendentes) sobre Q são ditos sim- 
plesmente algébricos (transcendentes). Assim, 502 ё um elemento al- 
gébrico enquanto л é um elemento transcendente. Se хє К, evidente- 
mente х é algébrico sobre К pois é raiz de р(х) = x — «e [x]. 

Se Vac L 5 К, « é algébrico sobre K então L > K diz-se uma 
extensáo algébrica. 

Seja a € L algébrico sobre К e seja р(х) um polinômio em К[х], 
mônico, de menor grau tal que p(x) = 0. Pela minimalidade do grau 
de р(х) segue claramente que р(х) é o único polinómio mónico irredu- 
tível em K[x] tal que p(x) = 0, o qual denotaremos por р(х) = irr(x, К). 

Se «eL > К definimos K[x] = (f(x): /(x)e K[x]), e é de fácil 
verificação que K[x] é um subdominio de L que contém К. 

Antes de enunciarmos o próximo teorema vamos dar alguns 
exemplos. 


EXEMPLO 1. Se a = J2eL- К> О = К vamos mostrar que 
K[x] = Q[A/2] = [a + b /2:a, be Q}. De fato, por 

definição temos Q[,/2] = (705/2): f(x) e Q[x]). Agora se f(x) e Q[x], 
segue pelo algoritmo da divisão que existe q(x), r(x) e Q[x] tais que 
ГО) = а(х)(х? — 2) + r(x), onde r(x) = a + bx, a, be ©, e daí vem que 


AD =A) = a + b 2, a,beQ. 
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EXEMPLO 2. Se «= /2eL=R>Q = К vamos mostrar que 
кр] = 0[3/2] = {а + b /2 +lc(Y/2?:a,b,ceQ). 


Q[3/2] = (/Q/2): о) e Q[x]). 


Agora, se f(x)e Q[x] existe q(x), r(x) e O[x] tais que f(x) = 
= q(x)G? — 2) + r(x), onde r(x) = a + bx + cx?,a,b,ce Q. 
Daí vem imediatamente: 


Q[,/2] = (a + 602/2) + cQ/2): a b ce ©}. 


Provaremos mais adiante que se xe L > К é um elemento algé- 
brico sobre K então K[x] ё um subcorpo de L. Em particular, Q[4/2] 
e Q[I/2] são exemplos de corpos. 

O próximo teorema é conseqüéncia imediata do 1.º teorema de 
homorfismo de anéis e deixamos a demonstração para o leitor. 


De fato, 


TEOREMA 1. Se xeL 5 К e se 
Se Y:K[x] > L é definida por Y f (x)) = f(a), en- 
tão V. é um homorfismo tal que: 
(i) Im Y = K[x], K c K[x] c L. 
(ii) a é transcendente sobre К <>|N(P) = (0). 
(iii) se a é algébrico sobre K e р(х) = irr(z, K) então |\N(¥) = K[x]- р(х) 
é um ideal maximal de K[x]. 
(iv) K[x]/ N() = K[x]. 


Demonstração. Essa demonstração é conseqüéncia direta do 1.º teo- 
rema de homorfismo de anéis e das definições dadas 
nesse parágrafo. ш 


COROLÁRIO 1. Seja ae L > К. (a) Sea é algébrico sobre K entáo 
K[x] é um subcorpo de L que contém К. 

(b) Se ж é transcendente sobre К então K[x] é um subdomínio de 

L isomorfo ao dominio K[x] dos polinômios em uma indeterminada x. 


Demonstração. (a) Segue imediatamente de (iii) e (iv) do Teorema 1. 
(b) Segue imediatamente de (ii) e (iv) do Teorema 1.m 


COROLÁRIO 2: Se «,BEL > К são raízes de um mesmo polinômio 
irredutível sobre K, então K[x] e K[/] são corpos 
isomorfos. 
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Demonstração. De nossas hipóteses segue imediatamente que p(x) = 

= irr(«, К) = irr(f, K). Agora, pelos ítens (iii) e (iv) do 
Teorema anterior temos, J = K[x]: р(х) e К[о] = K[x]/J = K[$] 
são corpos. ш 


PROPOSIÇÃO 1: Seja L > K, «€ L algébrico sobre K. Se o grau do 
polinômio irr(a, K) é n, então (a) Vf(x)e K[x], f (a) 

pode ser expresso de modo único na forma f(x) = ag +a a +... + 
+ a,-107*, onde ає К. 

(b) Кр] = fag + aq +... + а, 9" *:a,€K) é um subcorpo 
de L que contém K. 

(c) se K — Z, então K[x] é um corpo contendo exatamente p" 
elementos. 


Demonstração. Seja p(x) = irr(x, K). Por hipótese, grau de p(x) é igual 
an. 

(a) se f(x) e K[x] então pelo algoritmo da divisão : а(х), r(x) € K[x] 
tais que: f(0) = q(a)* pla) + r(x) onde r(x) = 0 ou 0(r(x)) < др(х). As- 
sim r(x) = ag + ах +... + a, ,X" ! onde ajeK, i=0,1,...,n— 1. 
Agora temos, 


fl) = qlo): pla) + ría) e pla) = 0 = fla) = rla) 
ou seja f(x) = ag + a4 +. + AT, 
Para demonstrar a unicidade da expressão temos: se f(x) = ay + 
qi ¿+ адот m bg + bu +... b, ИК: beKVie 
€ (L ...,n — 1) segue imediatamente que o polinômio q(x) € K[x] onde 
а(х) = БУЕ (а, — bx +... + (du-i — Б)", é tal que 
q(x) = n b да(х) < n = O(irr(a, K)). pes а(х) = O e daí segue a; = b; V 
Vie (l,.. “¿n= 1). 
(b) esse item é conseqüéncia imediata do item anterior. 
(с) para demonstrar esse item basta observar que pelos itens ante- 
riores temos: 


Z [a] = {ao + aja +... + а, 1071 :a,€Z,) 


Assim existe uma ps bijetiva entre Z,[x] e o conjunto de 
todas as n-uplas (ao, ау, -,) onde cada а,є Z, = {0,1,...,р — I} e 
isto demonstra o item (o. 


EXEMPLOS. Seja « = re R, n inteiro > 2 e p primo > 2. Então 
ж é uma raiz real do polinômio x” — p que é, pelo cri- 
tério de Eisenstein, irredutível sobre Q. 
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Assim x"— р = irr(z, ©) e temos, Q[«] é um subcorpo de R 
contendo Q e mais ainda, Q[x] = (ay + ax +... +a q 1:ає©, 
= 0,0559 — 1}, 

Рог exemplo, 

Qc о] = {шю + a V2: apa EQ} c 
Q c QRA] = {ao + a, Y2 + а, ( Y ad cR 
0с0[3]= (ay * a, 4/3 + a, Q3 + a 3) :4,,a,,25,4,£ ©} c R 


Agora se В é uma raiz cúbica complexa de 2, f| € R, temos que, 
OcQ[j?]cR Q = Q[$] = C 


e mais ainda Q[.J/2] = Q[f] pois Ne R e fi € C são raizes do mesmo 
polinómio indutível x? — 2 sobre ©. 

Se p; é um número primo > 2 vamos definir o; por 2; = Ype R. 
Observe que «,eR é raiz do polinômio x^ — р que é irredutível 
(Eisenstein) sobre Q, Vie N. 

Assim temos, os corpos К, = Q[a;] onde Q c К, c R, e ainda 
mais, Q = Ky cC Ku c K, с... с К, с... с В ё uma cadeia ascen- 


dente de subcorpos de R e portanto |) K; é também um subcorpo 


de R. 

Agora, seja К = Z, então Z (x), o corpo de frações de Z,[x], é 
um corpo infinito de característica p e mais xe Z,(x) é um elemento 
transcendente sobre Z,. Vamos provar em seguida que todo corpo 
finito F de ncm p cujo corpo primo é P = Z, € algébrico 
sobre P. De fato, se жє F temos que P[x] é um subdomínio de F e 
como F é finito temos que P[x] é um domínio finito e portanto um 
corpo. Pelo Corolário 1 desse parágrafo segue imediatamente que x 
€ algébrico sobre P. 

Finalmente, observe que R[i] = C e Q[z] = Q[x]. 


i=0 


82 Corpo de decomposição de um polinômio 


Neste parágrafo consideraremos K um subcorpo de C. Vamos 
também admitir que С é um corpo algébricamente fechado, fato esse 
conhecido como о “teorema fundamental da Álgebra” e primeiro de- 
mostrado por Gauss, em 1799, em sua tese de doutoramento na Univer- 
sidade de Helmstadt. Como referéncias podemos citar: W. K. Clifford, 
Mathematical Papers 1968 ou L. H. Jacy Monteiro, Elementos de 
Álgebras — IMPA 1969. Assim, se f(x)e K[x] é um polinômio de 
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grau п> 1 e q,,%,,...,x, são todas as distintas raízes de f(x) em 
С temos que, 


ЈО) 9 сх — a," ...(x—2,)” em C[x] 


onde ce К e r,m,,...,m, são inteiros positivos. 
O inteiro т; chama-se multiplicidade da raiz x,. Se m; = 1 dize- 
mos que 2; é uma raiz simples de f(x). 
Se f(x) = ag + ax +... + a,x" e K[x] definimos f'(x) = 
= а; + 2ayx +... + пах"! e K[x] o qual chamamos a derivada de 
f(x). Observe que se 0f(x) = n > 1 então f(x) + 0 e ôf (x) = п 1. 
Se f(x), g(x) e K[x] e ae К segue imediatamente as seguintes re- 
gras: 
UC) + 90) = 0) + ga) 
(a- f'G)Y = a- f(xy 
Cg = F аб) + 109-910). 


PROPOSIÇÃO 2: Seja f(x)e K[x], д/(х) =n >1 e xe C uma raiz 
de f(x). Entáo, 
(a) х é raiz simples de f(x) = f(x) = 0 e f (a) + 0. 
(b) se f(x) é irredutível sobre К então todas as raízes de f(x) são 
simples. 


Demonstração. (a) Para a demonstração deste item basta observar que 
se x € C é uma raiz de f(x) de multiplicidade m > 1 
então, em C[x], temos a seguinte fatorização: 


f(x) = (x — a)". g(x) onde g(x)e С e gía) = 0. 
Agora em C[x], usando a regra da derivada de um produto temos, 
04 f'(x) =m- (x — ay"! - g(x) + (x — a)" + g'(x). 


Portanto, como g(x) x 0, temos claramente que т: (х — a)""* não é 
o polinômio nulo e mais, f '(x) = 0 < т > 2. E isto demonstra o item a). 
(b) seja f(x) e K[x] um polinômio irredutível sobre K e «e C uma 
raiz de f(x) de multiplicidade m. Vamos provar que m = 1. 
Seja р(х) = irr(x, K). Pelo algoritmo de Euclides segue que 3 q(x), 
r(x)e K[x] tais que, 


f(x) = q(x): р(х) + r(x) onde r(x) = 0 ou ôr(x) < др(х). 


Como r(a) = f(x) — q(x)- p(x) = 0 segue pela minimalidade do grau 
de р(х) = irr(«, К) que r(x) = 0 e f(x) = а(х): p(x). Portanto, pela ir- 
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redutibilidade de f(x), segue que 3aeK tal que q(x) =aeK e 
J~) = a* р(х). 

Agora se m > 1 segue do item (a) que f(x) = a» p'(x) = 0, ou seja 
P(x) = 0 o que contradiz a minimalidade do grau de р(х). Assim, 
m = 1 e a proposição está provada. m 


Chamamos (corpo de decomposição de um polinómio (x) є K[x] 
sobre K, que denotaremos por /L = Gal (f, K) ao menor subcorpo de 
C que contém K e todas as raizes de f(x) em C. Observe que tal menor 
subcorpo existe e é igual a interseção de todos os subcorpos de C 
contendo K e todas as raízes de f(x) em C. 

Sejam f(x)e K[x] e 2,,...,o, as distintas raizes de f(x) em C. 
Veremos agora um modo construtivo de definir Gal( f. К). 

Consideremos, 


K=Kck, =Kl2,] cK, =K,[2,] c ... c К, =K 2]. 


Claramente К; é o menor subcorpo de С contendo K e o, ..., oq 
e portanto K, = K,_,[a,] = Gal(f, К). 

Denotando K, = K[a,,...,a,] temos Gal(f, K) = K[u,,...,a,]. 
É imediato que qualquer que seja a ordem em que pegamos as raízes 
94,...,0, ainda assim esse processo, chamado adjunção de raizes, nos 
levaria a Gal(f, K). 


EXEMPLOS. As vezes para pegarmos todas as raízes «,,...,a, não 

precisamos das r etapas. De fato, as vezes uma etapa 

é suficiente. Ou seja, ao ajuntarmos uma raiz «, as demais ficam auto- 
maticamente incluídas. 

Por exemplo, sejam 1=x¿,%,,...,0%,_, as n raízes em С do 


polinômio x" — 1 € Q[x] onde n > 1. É fácil provar que, se « = 


2л 2л T o rd 
= соз — + isen — є C então a" = 1 e mais ainda: | = 00.0, «= 
n n 


n—1 


=0*,0?,...,a"=* são as n distintas raízes de x"— 1 em C. Assim, «,= 
=a e Q[u] Vie (0,...,n — 1) e portanto, 


Gal(x" — 1,0) = Q[«,]. 


Agora seja x = 32ER e f = (++ Lijec uma raiz 


complexa de x? — 2eQ[x]. É fácil verificarmos que а, f, = 
1 3 
= ya(- ae xh) sáo as 3 distintas raízes de x? — 2 em C e nesse 


caso necessitamos de duas etapas, isto é, 
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Gal(x? — 2,0) = Q[a, £]. 
2 2 
Vamos mostrar agora que se & = Ре R e u =соѕ Ed + ¡sen = 
n 
(raiz n-ésima da unidade) então Сах" — 2, Q) = Q[a, u] = Q[a, £] 
onde f = х-и é uma raiz de x" — 2 em C. Primeiramente é claro 
que se и" =1 e a" = 2 então ff" = 2 onde $ = 2-и ё mais Q[«, u] = 
= Q[x, $]. Pode-se também provar que: 


a, xu, аи?, ... ou" Y 


são das distintas n raízes de х" — 2 em C. Observe que 1, u, и2,...,и" 7! 


sáo as distintas n raízes de x" — 1 em C. 
Agora deixamos como exercício provar que Gal(x" — 2, Q) — 
= Q[o,u] = Q[a, f]. 


EXERCÍCIOS 


1. Construir o corpo de decomposição sobre Q, dos seguintes poli- 
nómios: 
xX*—3,x—3,x65—2e x? — 5. 
2. Defina a noção de derivada de um polinômio sobre um corpo 
arbitrário e mostre que sobre Z, temos a possibilidade de f (х) = 0 
onde f(x) é um polinômio não constante sobre Z,. 


3. Seja K um corpo de característica zero e f(x) e K[x]. Prove que se 
f (x) = 0 então f(x) é um polinômio constante. 


4. Sejam p e q números primos > 2 e a, f definidos por: a = dae R 


( 2n E :J 
e u = | cos — + ¡»sen — Je C. 
p p 


Prove que: 
(a) a, xu, xu? ..., xu" ^! são as p distintas raízes de x^—q em C. 
(b) irr(z, Q) = x"—4 e iru, Q) = x^ ! +x+..+x+1 


NS. O<i<p-1 
(с) Gal(x” — q, Q) = Zh jou :4,¿€ Q, a 


(Sugestão: Gal(x” — q, Q) = Q[a, u]) 
5. Se ae K, f(x), g(x)e K[x], onde K é um corpo, então são válidas 
as seguintes regras de derivação: 
(а) (6) + 90) = 9 (0) + go); 
(b) (a- f(x)" = a- f(x); 
(c) C gl) = 169) g69 + FCI» 90). 


12, 


13. 
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. Sejam a = 2€R e f = 22.(- as Pies 


Entáo, prove que: 

(a) О[«] = Q[$] 

(b) | Aut Q[u]| = 1 (onde |X | = número de elementos do con- 
junto X). М ? 

(c) Сах? — 2, Q) = Q[a, £] = Q[«, 8] = О[8, Bl. 

(d) se L = Gal(x? — 2m Q) então |Aut L| = 6. 
(observe que se c e Aut L e i? = 2 então o(u? = 2) 


. Se L > K é uma extensão de К onde К é um subcorpo de C, então 


vamos definir o seguinte conjunto: 

Ашу = {o = Aut L: o(a) = aVae K}. 
Seja f(x) e K[x] e xe L uma raiz de f(x) em L, prove que: o(a) 
é também uma raiz de f(x) em L, Vo e Auty L. 


. Prove que: 


(а) |AutQ[Y2]|=2 
(b) Gal(x* — 2,0) = QLY/2, i] 
(с) se L = Gal(x* — 2,0) então | Aut L| = 8. 


. Seja L um corpo qualquer e P o corpo primo de L. Prove que 


Vo € Aut (L) então o(a) = аўаєР. Em particular, se L > Q en- 
tão Aut L = Ашо L. 


. Seja f(x)e [х] e L = Gal(f, Q). Então а raiz de f(x) e 


о € Aut L = о(о) é raiz de f. Mais ainda, se f é irredutível sobre 
Q temos Q[«] = Q[o(a)]. 


. Prove que: 


(a) Сах? — 1,0) = Q[x] onde  £ 1 e о° = 1. 

(b) О[«] = (ag + aja + аза? + азо? ae ©, = 0, 1,2,3} 
onde 25 = 1 e ax 1. 

(с) se L = Сах? — 1,0) então | Аш L| = 4. 


Seja p um número primo > 2. Prove que: 

(a) Gal(x? — 1,0) = Q[x] onde о? =1 ea #1 

(b) Qla] = {ao + аа +... + a, 07° :geQ,i=0,..,p=2). 
(с) se L = Gal(x” — 1,0) então | Аш L| 2 p — 1. 


Mostre que no plano R? as raízes n-ésimas da unidade são vérti- 
ces de um polígono regular de n lados inscritos em uma circun- 
ferência de raio 1. 

Generalize o resultado para as raízes n-ésimas de 2. Faça os de- 
senhos рага п = 3,4,5e6. 
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83 Grau de uma extensão 


Neste parágrafo vamos necessitar de algumas noções básicas de 
Álgebra Linear, como espaço vetorial e base. Seremos o mais sucinto 
possível e deixaremos como exercício demonstrações de algumas pro- 
posições elementares, as quais poderão ser encontradas em qualquer 
livro introdutório de Álgebra Linear. 

Seja K um corpo qualquer e seja Vum conjunto não vazio onde 
está definida uma operação soma. Suponhamos também que esteja 
definida, uma operação de elementos de K por elementos de V. Assim, 
estão definidas: 

HVxV>ovVv eKxVoV 
(u, 0) nu + v (А, v) v àv 


Dizemos que V munido dessas operações é um espaço vetorial 
sobre o corpo K se as seguintes propriedades são verificadas quais- 
quer que sejam и, о, weVe 4, ue K: 

E,) u + (v + w) = (u + v) + w (associatividade da soma) 

E,) 30€ V tal que u + 0 = 0 + и = u (existência de elemento neutro 
para a soma) 

Ej) VxeV3yeV tal que x + y = y + x = 0 (existência de inverso 
aditivo) 

Е) u + v = v + и (comutatividade da soma) 

Е.) lv =v onde 1 é a unidade do corpo К. 

E6) Alu + v) = Au + 2v e (и + Au = pu + du 

E») A(uv) = u(Av) = (Aujo. 


EXEMPLO 1. Seja К um corpo qualquer e K"—Kx...xKo 


conjunto de todas as n-uplas (a,,...,a,) onde cada 

а;є K. Assim, 
AA I 
ped .cH 
Dois elementos (a,,...,a,) e (b,,...,b,) de К" são iguais se a; = b; 
Vie Ln]. 
Se definimos, 

(1) (a,, ...,a,) + (b,, ..., b,) = (a, + b,,...,a, + b,), 
onde (a,, ...,a,) e (b,,..., b,)e К". 
Q) Hay, ... 4) = Qa... 265) 


onde ¿e К e (a,, ...,a,)e К". 
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Segue imediatamente (verifique) que K” com as operações definidas 
acima é um espaço vetorial sobre o corpo K. Em particular R” é um 
espaço vetorial sobre R. 


EXEMPLO 2. Sejam S um conjunto não vazio e K um corpo qual- 


" quer, Consideremos o conjunto F(S,K) de todas 
funções f: S ^ К. 


Sejam /, дє F (S, К) e ¿e К. Definindo: 


(f + 905) = f(s) + gls) VseS 
(ХУ —à-f()  VseS 
também temos que 2 (5, К) é um espaço vetorial sobre o corpo К. 
Em particular 2 ([0, 1], R) é um espaço vetorial sobre R. 


EXEMPLO 3. Sejam K um corpo qualquer, L > K uma extensão 

e a € L. Verifique que pode se definir operações sobre 
K[x] (respectivamente K[x]) de modo que K[x] (respectivamente 
K[x] torna-se um espaço vetorial sobre К. 


EXEMPLO 4. Finalmente L > K é uma extensão de corpos L pode 
ser visto como espaço vetorial sobre o corpo K. De 
fato, as operações 
Lx EE eKxLoL 
(u, v) vu + v) (à, u) ~> du 
já existem de modo natural no corpo L. A verificação das proprieda- 
des que definem espaço vetorial deixamos como exercício. 

Até o fim desse parágrafo K representa um corpo e V um espa- 
ço vetorial sobre K. 

Um subconjunto não vazio W de V diz-se um subespaço vetorial 
de V se as seguintes condições são satisfeitas: 

SE,) w,,w; € W-— w, +w,EW 
SE; 4e K, we W= iwe W. 

Observe que pelas condições acima as operações do espaço ve- 
torial Vinduzem operações em We Wé ele próprio um espaço veto- 
rial com as operações induzidas. 

Se v,, ...,v, € V dizemos que v,,...,v, são linearmente independen- 
tes se a equacáo vetorial X aw; = 0,&;E K é satisfeita apenas para 

=] 
os escalares à, =x, =... = x, = 0. Caso contrário dizemos que 
U,,....,U, SãO linearmente dependentes. 
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Usaremos simbolicamente L.I. para linearmente independentes 
e L.D. para linearmente dependentes. Por exemplo, e, = (1,0,...,0), 
e, =(0,1,0,...,0),..., e, = (0,0,...,0,1) são L.L em К". 

Se u,,u,,...,u,€ V então é fácil verificar que 


w=[5 шщ: ЄК, = Leur] 
i=1 


é um subespaço vetorial de V, o qual chamaremos de subespaço ge- 
rado por u,,...,u,. Denotaremos esse espaço por, 


LADO uA 


Se um conjunto (ordenado) v,,...,v, € V for L. І e tal que 
01, ...,0,) = V dizemos que v,,...,v, é uma base de V. 
Por exemplo, e,,...,e, é uma base de K”. 


Agora vamos enunciar (sem demonstração) o seguinte teorema. 


TEOREMA 2. (a) Todo espago vetorial V sobre um corpo K possui 
uma base. 
(b) se um espaco vetorial V sobre um corpo K possui uma base 
com n elementos então toda base de V possui n elementos. m 


Se um espaco vetorial V sobre um corpo K possui uma base com 
n elementos, chamamos ao número n de dimensão de V sobre К e de- 
notamos [V: K] = п. 

Observe que C é um espaço vetorial sobre R de dimensão 2 pois 
lieC é uma base desse espaço. Assim [C:R] = 2. 

Agora vamos mostrar algumas proposições importantes no de- 
senvolvimento da nossa teoria. Antes vamos dar a seguinte definição: 

Seja K um corpo qualquer. Uma extensão L > K diz-se finita se 
[L:K] = n < oo. Caso contrário L > K diz-se uma extensão infinita. 


PROPOSIÇÃO 3. Seja К um corpo e L> К uma extensão de К. 
Então, 

(a) se L > К é finita então L >K é algébrica. 

(b) sexe L > К é um elemento algébrico sobre К e grau de irr(x, К) 
é igual a n então 1,a,...,a" ! é uma base do espaço vetorial K[«] so- 
bre K e [K[x]: K] 2 n « œ. 

(c) se aeL > К ё um elemento transcendente sobre K então 
K[«] > К é uma extensão infinita. 
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Demonstração. (a) seja [L : K] = т < oo e «e L > К sendo K[x] um 

subespaço de L segue imediatamente que [K[«] : К] < 
€ m < оо. Se [К[«]:К] = n então 1,a,...,a" são L. D., pois n é 
o nümero máximo de elementos L. L, e portanto existem escalares 
40,1, ...,а, não todos nulos tais que 


dg + аа +... + аа" = 0 


е isso nos diz que х ё algébrico sobre К. 

(b) seja жє L 2 К um elemento algébrico sobre К tal que grau de 
irr((x, K) = n. 

Vimos pela Proposição 1 deste capítulo que todo elemento de 
K[x] pode ser escrito de modo único como combinação linear sobre 
K de 1,0,...,0"7 !. Assim 1l,a,...,a”* é uma base de K[a] sobre K 
e isto nos diz que [K[x] : K] = п. 

(c) Decorre imediatamente do item (a). ш 

O seguinte corolário decorre imediatamente da Proposição 3. 


COROLÁRIO 1. Seja xe L > K. Então as seguintes afirmações são 
equivalentes: 
(1) « é algébrico sobre K 
(i) [K[x]: K] < © 
(ii) K[x] é uma extensão algébrica de К. 


PROPOSIÇÃO 4. Sejam M > І. > К corpos tais que [M :L] e 
[L : K] sáo finitos entào [M : K] é finito e 
[M : K] = [M : L]- [L : K]. 


Demonstração. Seja v,,...,v, uma base de M sobre L e seja u,,..., Us 
uma base de L sobre K. Vamos provar que: 


é uma base de M sobre К e isto demonstra a proposição. 
De fato, primeiramente vamos provar que 8 é um conjunto L.I. 
em M sobre K. 


Se «jEK,1 <i<r,1 <j<s, e Уаш —0. 
ij 


Podemos reescrever essa equação do seguinte modo: 


(à, 41 + 04242 +... Hu gv, +... + (аи, + 0,43 +... + arzujo, = 0. 
1141 1 
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Ora como os из estão em L segue, pela independência linear 
dos vis em M sobre L, que: 


01101 + 9120: +... +%,4,=0 


0,101 + 0,747 +... + 0,4, = 0 

Agora como os «;;s estão em К segue pela independência linear 
dos ujs em L sobre К que cada a; =0,]<i<rl<j<s As 
sim f é um conjunto L. I. de M sobre К. 

Agora vamos provar que $ é um conjunto gerador de M sobre К. 

De fato, seja|ye M. 

Sendo v,,...,v, uma base de M sobre L existem 4,,...,2,€L 
tais que, 

у = Adi +... + Аш. 


Sendo cada 4; € Leu,,u,,...,u, uma base de L sobre К existem 
%ЄК,1<1<т,1 <j<s tais que, 


Ài = Qu, + 0124) +... + Qu 
Daí segue imediatamente que, 
у= Уоуџи, ЄК, 1<i<rj1<j<s, 
Dy] 


como queríamos demonstrar. E 


COROLÁRIO 1. (a) Qc = (a € C :a algébrico sobre Q} é um subcor- 
po de C, que é uma extensáo algébrica infinita de Q. 
(b) O; = {xE R :« algébrico sobre Q) é um subcorpo de R, que 

é uma extensáo algébrica infinita de Q. 


Demonstração. (a) Claramente o subconjunto Qe de C contém Q. 
Para provarmos que Qe é um subcorpo de С é sufi- 

ciente provarmos as seguintes trés propriedades: 

1) a, pE Üc = a — fec 

2) а Веб. = а Вес 


- 1 n 
3)0%0€0¿>0* =E 0c- 
Vamos demonstrar simultaneamente 1), 2) e 3). De fato, 
Seja К = Q[x] e L = K[f$]. Como a é algébrico sobre Q se- 


gue que [K :Q] < œ. Agora claramente sendo В algébrico sobre Q, 
В também é algébrico sobre K е daí segue que [L :K] < œ. 
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Pela proposição anterior temos que, 
[L:Q] =[L:K]-[K:Q]< o 
e pela Proposição 3 temos L > Q é uma extensão algébrica. Agora 
o resultado sai imediatamente pois х + BeL,a-feLe ZeLse «50. 


Imediatamente segue que Ос é uma extensão algébrica sobre Q. Agora 
se о = 2/2 e Ko = Q, K, = Q[u,],..., K; = K, [4] temos que 


© = = 
M = |] K; é uma extensão algébrica infinita de Q e M c Q4 c Ӧс. 
i=0 
(b) Basta observar que Op = Ӧсг R e também 


M=Uk Gm 


COROLÁRIO 2. Seja K > Q tal que [K : Q] = m e seja p(x) e Q[x] 
um polinômio irredutível sobre Q de grau n. 


Se M.D.C. (m, n} = 1 então р(х) é um polinômio irredutível sobre К. 


Demonstração. Seja x € C uma raiz de р(х). Considere agora os cor- 
pos Q[x] c K[x] e suponhamos que [K[«]:K] =r 
e [K[a] : Q[a]] = s. 
Claramente temos [Q[x] : Q] = n e [K[x] : K] = = п. De fato, 
pela Proposição 6 (veja figura abaixo) segue que 


Klal 


Qla] 


n+s = т'г e como M.D.C. {n,m} = 1 vem ny. Mas r € n nos diz 
que n =r e assim р(х) é também irredutível sobre K. m 


COROLÁRIO 3. Seja L = Gal(x" — 2, Q). Então [L : Q] = p. (p — 1). 
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Demonstração. De fato, sabemos que L = Gal(x? — 2,0) = Q[u, u] 
2 
onde a = $/2eR e u= (cos 2® + isen 29) ее ё 


uma raiz p-ésima da unidade tal que 1, и, и?, ...,u?^! nos dão todas 
as distintas raízes p-ésimas da unidade em C (por isso u diz-se ser 
uma raiz primitiva da unidade). 

Agora pela Proposição 6, 


[L : Q] = [L:0[a]]-[Q[o]: Q]. 

Pelo critério de Eisenstein temos [Q[a] : ©] = p. Agora se K = Q[«] 
temos L = K[u] > K > Q. Ainda por Eisenstein temos que u é raiz 
de x^^! +x2+...+x+ 1 que é polinômio irredutível de grau 
p — 1 sobre Q. Como [K:Q] =p e M.D.C. {р,р— 1) = 1 temos 
pelo corolário anterior que x^^! + x^^? +... +x + 1 é ainda irre- 
dutível sobre K tendo u como raiz. Portanto [K[u]:K] =p- 1 e 
isto demonstra o nosso corolário pois 


L=K[u] e K =0Ol[a]. m 


TEOREMA 3. Seja L> K >Q tal que [L:K] < oo. Então, Jue L 
tal que L = K[u]. 


COROLÁRIO 1: Seja L> Ко © tal que [L:K] < оо. Então, 
[L : К] > | Auty L | (onde | Ашу L | denota o número 
de elementos do conjunto Auty L = (f € Aut L:f(A) = AV Ae KJ). 


Demonstração do Corolário. Como [L : К] < oo existe ue L tal que 
L = K[u]. 

Agora se 0 € Aut, L e р(х) = irr(u, К) segue por um exercício anterior 
que и = c(u) é também raiz de p(x), ue L. Ora K[u] c L e 
[K[w] : K] = [L : K] = 0p(x) nos diz que L = K[u] = K[u']. Como 
o(a) = аїає Ko fica completamente determinado pelo valor и = o(u). 
Assim o número | Ашк L| é no máximo igual ao número de raízes 
и! de р(х) que pertencem а L. Certamente esse número é no máximo 
o grau do polinómio р(х) = irr(u, К) = [L : К] e isto demonstra nosso 
corolário. ш 


Demonstração do Teorema 3. A demonstração será por indução sobre 
o grau [L:K] < oo. 
Se [L:K] = 1 segue que L — K e o teorema é válido trivialmente. 
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Suponhamos [L:K] > 1. Assim 30,€L, a, ¢ K. 

Seja К, = K[%,]. Se K, = L o teorema está demonstrado. As- 
sim, Ja, EL tal que 2, € K,. 

Seja K, = K¡[a,] = K[a,;0%,]. Como [L : К] < oo conseguimos 
01,93, ...,0,,r > 2, elementos de L tais que, L = K[u,,%,,...,0,] e 
g;€K[o,,..., 4; .,] = Ky ,,K, 2 L2 К, = 
= K[o,,...,24,.,] 2 2 К, = Kla,] > Ko = К. 

Como [K,. , : К] < co temos pela hipótese de indução que 3a € К, _, 
tal que K,. , = K[x] e daí segue imediatamente que L = K, = К[о, o, ]. 
Chamando a, = fe L temos L = К[о, Е]. 

Agora vamos provar que existe ue L tal que L = K[u]. 

Sejam р(х) = irr(x, К) e q(x) = irr(f, K) tais que др(х) = m e 
Oq(x) = n. Pela proposicáo 2, item b deste capítulo segue que todas 
as raízes de p(x) (respectivamente de q(x)) sáo distintas em C. 
Sejam a, = 0,05, ...,2,, as raízes de р(х) em С e sejam В, = $, B,,.... Bn 
as raizes de q(x) em C. Vamos definir para j = 1 os seguintes núme- 
ros complexos, 


; A Adela " Isism 
Como K é um corpo infinito entáo3 дє К tal que 464 4,;: Я 


U2<j<n 
Agora seja u = а + 4fl e Le assim K[u] c L, vamos provar que de fato 
L = K[u]. Para isso vamos provar que a, e K[u]. 

Seja F = K[u] e seja h(x) = plu — 2x) € F[x], observe que h(f) = 
= p(u — Af) = pla) = 0. Mas В também é raiz de q(x)e K[x] c F[x]. 
Portanto (x — В) é um divisor de d(x) = M.D.C. cix (q(x), h(x)). Vamos 
de fato provar que d(x) = x — В, e para isso é suficiente provarmos 
que se d(f,) = 0 então j = 1 já que d(x)la(x), e q(x) só possui raizes 
simples. 

Se d(B;) = 0 еј + 1 teremos Л(В,) = 0 ou seja ри — 28) = 0 o 
que nos diz que 3i, 1 <i € m tal que a, =u — А8; =a + 46 — Aff 
e daí segue que 4 = 2;; contradizendo a nossa escolha de 4. Portanto 
x — В = d(x). 

Agora se di(x) = M.D.C.p., {4(х), h(x)) temos por F c € que 
grau d,(x) < grau d(x). Portanto se d,(x) # d(x) teriamos que 1 = 
= M.D.C. rix {4(х), h(x)) mas então seguiria (prove isto) que d(x) = 1 o 
que é absurdo. Logo d(x) = x — В = M.D.C. riy {4(%), h(x)) e isto nos 
diz que feF. Agora, x = u — ABEF pois ue F = K[u],BeF,2eK c F 
e isto demonstra o Teorema 4. ш 
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Terminaremos esse parágrafo fazendo algumas observações. 

Uma extensão L > К diz-se simples se Jue L tal que L = K[u]. 
O Teorema 3 que acabamos de demonstrar nos diz que “toda extensão 
finita L > K de característica zero é simples”. Esse teorema nos será 
bastante útil no Capítulo 7 quando desenvolveremos a Teoria de 
Galois sobre um corpo de característica zero. Por exemplo, com à 
ajuda do Teorema 3 provaremos que se L = Gal (f, K) onde K é um 
corpo de característica zero então [L : К] = | Аш, L| (observe que 
no Corolário 1 do Teorema 3 nós provamos que em geral, se L > K > Q 
vale a desigualdade 


[L:K] > |AuteL |). 


No próximo capítulo provaremos que Aut, Lé mais que um 
conjunto, ele possui a estruturá de um grupo com a operação compo- 
sição de funções. 


EXERCÍCIOS 


1. Complete todas as afirmações deixadas sem demonstração, inclu- 
sive a demonstração do Teorema 3. 


N 


. Seja K um corpo e Vum espaço vetorial sobre K. Se v,,...,v, € V, 
prove que: 
Vis »»», 0, € uma base de V <> Todo elemento de V pode ser escrito 
de modo único como combinação linear sobre K de v,,..., v, 


n 
| aw; diz-se uma combinação linear sobre K se x;€ K,i = 1,...,n 
i=1 


w 


. Seja K um corpo e V um espaço vetorial sobre K. Um subcon- 
junto infinito f de V diz-se L.I. se toda parte finita de fj é L.I. 
Prove que: 

(Lx, x2, ..., x", ...] é um conjunto L.I. no espaço vetorial K[x] 
sobre K. 


4. Seja K um corpo e V um espaço vetorial sobre K. Se f é um con- 
junto infinito definimos 


(b - [E sait SR, пем), мө é 
i=1 


a ij 


(f) é o conjunto de todas as combinações lineares finitas sobre 
K de elementos de $. 


10. 
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Prove que: 
(a) (B5 é um subespaço vetorial de V 
(b) se В = (1,x,x2,...,x",...) então (f) = K[x]. 


. Seja K um corpo e V um espaço vetorial sobre K. Um conjunto 


(não necessariamente finito) f c V diz-se uma base de V se В é 
LIL e (f) =P. 
Prove que: 
(a) В = (1,x,...,x”,...) é uma base de K[x] 
(Nesse caso dizemos que [K[x]:K] = oo) 
(b) SeaeL> К é transcendente sobre K então (1,0,02,...,a",...) 
é uma base de K[a] sobre K. 


. Seja К um corpo e V um espaço vetorial sobre К. Um conjun- 


to В c V diz-se maximal L. I. em Узе Pé L. I. e se ve V, v ФВ então 
Bu {v} é L.D. em V. Um conjunto В c V diz-se maximal gera- 
dor em V se (f) =V eVuef(B — {и}) A V. 

Prove que se f é um subconjunto de V entáo as seguintes condi- 
ções são equivalentes: 

(a) B é uma base de V 

(b) 8 é um conjunto maximal L. I. 

(c) 8 é um conjunto maximal gerador. 


- Seja К um corpo e V um espaço vetorial de dimensão [V : K] 


finita. Prove que: 

(a) Todo subconjunto L.I. de V pode ser extendido para uma 
base de V. 

(b) De todo subconjunto finito gerador de V podemos extrair uma 
base de V. 

(c) Se Wé um subespaço de Ve Ws V então [W: К] < [V : K]. 


. (a) Defina homorfismos e isomorfismos de espaços vetoriais sobre 


um mesmo corpo K. 
(b) Prove que: se K" é isomorfo a K" entáo m — n. 


. Seja К um corpo e V e V' espaços vetoriais sobre К. Prove que: 


se Uy, ..., v, é uma base de V e uí,...,u, são elementos quaisquer 
de V’ então existe um único homomorfismo T: V > V’ tal que 
T(v) = uj, i = 1,...,n. 

Seja K um corpo e V um espago vetorial sobre o corpo K. Se W 
é um subespaço vetorial de V defina o espaço vetorial quociente 
V/W. Prove que: 

se [V:K] finita então [V/W: K] = [V: K] — [W: K]. 
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11. 


12. 


13. 


14. 


18. 


19. 
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Seja К um corpo e Ve V’ espaços vetoriais sobre K. Se T: V > V' 

é um homomorfismo entáo 

(a) Im T = (T(v) :ve V ) é um subespaco vetorial de V', e mais 
Т é sobrejetiva <> Im(T) = 

(b) N(T) = [ve V: T(v) =0' = elemento neutro de И) é um 
subespaço vetorial de V, e mais T é injetiva <> N(T) = (0). 

(c) V/N(T) é isomorfo a Im(T) [e daí segue como corolário que 


[V : K] = [Im(T) : K] + [N(7) :K]. 
Sejam K e L corpos e seja 0 4 «eL > К. Se f(x)e K[x] é tal 


1 
que f(x) = 0, calcule um polinômio g(x) e K[x] tal que (i) =0. 


Seja K um corpo е L > К uma extensão de K. Se «eL. Prove 
que: 

(а) х é algébrico sobre K = [K[«] : K] < = 

(b) х é transcendente sobre K < [K[«] : K] = oc 


Calcule [L : Q] para as seguintes extensões L > Q. 
(а) L = Gal(x* — 2, Q); (b) L = Gal(x? — 3,0); 

(с) L = Gal(x* — 2, Q); (d) L = Gal(x” — 2, Q); 

(e) L = Gal(x? — 2, Q). 


. Achar ue Q[a, f] = L de modo que Q[x, $] = Q[u]: 


(a) х= 4/2, В =i; б) ar vahaga 
(c) a = 3/5, B2 /—2; (d) a = 8, B =3 + /50; 
ү кы age o 2/0, 


. Em cada item do exercício anterior, calcular 


[Q[x, 8]:0]? 

. Seja L = K[a,,...,x,] onde cada a;€ С é algébrico sobre К;_; = 
= K[o;, ...,x;.,] então L é um corpo е L > К é uma extensão 
finita. 


Seja р(х) um polinômio de grau impar irredutível sobre o corpo 
K >Q е зе L > К ё uma extensão finita de grau potência de 2, 
então p(x) é ainda irredutível sobre L. 

Responda se os seguintes polinômios f(x) e K[x] são irredutíveis 
sobre K: 

(a) /(х) = х2 +3; К = 0[5] 

(b) 169 = х + 8x — 2; K =.О[/2] 

(с) Р(х) 233543330 — 9x — 6; К = ES 


20. 


2 


ma 


23: 
24, 


25. 


26. 


2d 


28. 


54 
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Se a = n? + 5r? — 1 responda se « é algébrico ou transcendente 
(sobre Q). 


. Calcular cos 30 em função de cos 0. 
22. 


Seja К um corpo qualquer e L > К tal que [L:K] =p é um 
número primo. 
Prove que: 

L = K[u]Vue L,ué K. 


Prove que não existe elemento ue Q(x) tal que и? = x. 


Seja K um corpo e L > K uma extensão. Um elemento «e L al- 
gébrico sobre K diz-se separável sobre K se 3 f(x) € K[x] tal que 
fl) = 0 e f(x) não possui raízes múltiplas em nenhuma extensão 
de K. 

L > K diz-se separável sobre K se todos os elementos de L 
são separáveis sobre K. 

Um corpo K diz-se perfeito se todas as extensões finitas de 
K são separáveis. 
Prove que: 
Todo corpo de característica zero é perfeito. 


Seja L > К uma extensão finita. 

Prove que: 

Se L > К € separável então L = K[u] é uma extensão simples 
(Sugestão: veja a demonstração do Teorema 4). 


Se L > К é uma extensão e a, BEL são tais que, « ou f é sepa- 

rável sobre K então K[u, $] = K[u] é uma extensão simples. 

Se K = K, €c K, с... с К, = L são corpos e [L : K] < oo temos, 

[L : K] =[K,:K,-1]...[K,:K,]"[K; : Ko]. 

Seja K um corpo qualquer e L > K uma extensão de K. Se f(x), 

g(x) e K[x] então, prove que, 

(a) M.D.C. (f(x) ga) =1<Ia(x), b(x)eL[x] tais que 
a(x)- f(x) + b(x)- g(x) = 1. 


(0) MDC, (70), 96) = Le М.С (70), 969) = 1. 


Construção por meio de régua e compasso 


Neste parágrafo mostraremos a impossibilidade de construções 


com o uso apenas dos instrumentos régua e compasso. Aqui, a régua 
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considerada não possui qualquer marca, é apenas um instrumento 
que nos permite ligar dos pontos do plano R?. 

Veremos os problemas clássicos da duplicação do cubo e da tris- 
secção do ângulo. Convém observar que se admitirmos uma régua 
com marcas indicando segmentos de um certo comprimento, então 
é possível trissectar um ângulo [veja a construção feita no Exemplo 1]. 

Seja P um subconjunto do R? contendo pelo menos dois pon- 
tos distintos. Dizemos que uma reta r de R? é uma reta em ? se т con- 
tém dois distintos pontos de 2, e dizemos que uma circunferência 
с еш В? é uma circunferência em ? se o centro de c pertence a P e um 
ponto de 2 pertence a c. 

Chamaremos (Т), (П), (III) abaixo, de operações elementares em P: 

(I) Interseção de duas retas em 2. 
(II) Intersecáo de uma reta ет 4 e uma circunferência em 2. 
(III) Interseção de duas circunferências em 2. 


Um ponto 4є R? diz-se construtível a partir de P se podemos 
determinar А através de uma dessas operações elementares em 2. 
Denotaremos por (PY o subconjunto dos pontos de R? que são cons- 
trutíveis a partir de 2. 

Por exemplo, 

Se A= (0, U} onde 0 = (0,0) е U = (1,0) então, (29) = 
= (0, U, A,, А,, A5, 44), como na figura abaixo, onde А, = (— 1,0), 


1 43 "S 
атола) а (8) 


Аз 


EH Аз 


Ад 


Nesse parágrafo consideraremos sempre 0 = (0,0) е U = (1,0). 
Agora, seja 2, =40, U}, P, =(P,) 2, —( 3S ei =(2,), 
VneN. 
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Assim temos, 


PGE P cH c.c ERE ER 


Seja P — U P, Claramente temos que 2, é um conjunto in- 
RR 


finito embora cada 2, seja um subconjunto finito do R?. É imediato 
também que (2,) = 2, е (mv)e 2, VmeZ, VveZ. 

Os pontos do plano que pertencem а 7, são chamados de pon- 
tos construtíveis e as retas em 2 ,, isto é, contendo dois distintos pon- 
tos construtíveis, são chamadas de retas construtíveis. Um número 
real a diz-se construtível se (a, 0)є 2. 


PROPOSIÇÃO 5. (a) Se А е В são distintos pontos construtiveis então 
o ponto médio M do segmento AB é construtível e 

as retas perpendiculares a AB passando pelos pontos A, B e M também 
são construtiveis. 

(b) Sejam A e r, respectivamente, um ponto construtível e uma reta 
construtível tais que A € r. 

Se B e C sáo pontos construtíveis entào existe um ponto constru- 
tível X tal que X єг e os segmentos AX e BC possuem o mesmo com- 
primento. 


Demonstração. (a) Usando duas circunferências centradas em cada um 

dos pontos e passando pelo outro, como na figura 
abaixo, fica provado o item (a) pois os pontos C, D, E, F são cons- 
trutíveis e mais ainda A é o ponto médio de EB e B é o ponto médio 
de AF. 
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(b) Usando circunferências centradas em В e centradas em А 
podemos assumir que 4,B e C pertencem a reta r. 

Agora, seja M o ponto médio de BC e Ner um ponto constru- 
tível tal que |AB| = | BN | (isto é, os segmentos AB e BN possuem 
o mesmo comprimento). 

Assim, A, B, C, M, Ner são pontos construtíveis. 

Seja X er o ponto construtível, como na figura abaixo, tal que 
[NM | = | MX . 


s 
A х € 

Segue imediatamente da nossa construção que | АВ | = | BN | = |ХС| 

e portanto | AX | = | ВС |, como queríamos demonstrar. m 


PROPOSIGAO 6. (a) Sejam A, B e C 3 pontos construtíveis não ali- 
nhados. Então existe um ponto construtível D tal 
que A, B, Ce D formam um paralelogramo. Em particular a reta pas- 
sando por С e paralela ao segmento AB é construtível. 
(b) Um ponto A — (a, b) e R? é construtível se e somente se as 
suas coordenadas a,b € R são números construtíveis. 


Demonstração. (a) Sejam г e s as retas suportes, respectivamente, dos 
segmentos AB e CA. Aplicando o item (b) da propo- 
sição anterior para Ber encontramos um ponto construtível X er 
tal que | BX | = | АС | e aplicando o mesmo resultado para Ces en- 
contramos um ponto construtível Yes tal que | CY| = | AB |. Agora 
o ponto D é encontrado, como na figura seguinte, interceptando as 
circunferéncias C, de centro em B e passando por X e С, de centro 
C e passando por Y. 
(b) (=): Seja A = (а, b) um ponto construtível e seja M o ponto 
médio do segmento OA. 


Extensões algébricas dos racionais 111 


Segue imediatamente da geometria elementar que o ponto Ap = (a,0) 
é a interseção a reta OU e da circunferência C de centro M passando 
por 4 como na figura abaixo. 

Achado o ponto A, = (a, 0) pertencente a reta OU podemos pelo 
item (b) da proposição anterior encontrar o ponto B, = (b,0) tra- 
cando a partir de O uma circunferência de raio | A44 |. 


Ala, b) 


0 Aola, 0) 


Bo(b, 0) 


(<=): Reciprocamente suponhamos а e b construtíveis, isto é, 
(a, 0) e (b, 0) e P „. É fácil ver que a reta determinada por 0 e por (0, 1) 
é construtível. Assim sabemos construir (0, b) a partir de (b, 0). Como 
sabemos traçar paralelas (ou perpendiculares) segue imediatamente a 
construção de (а, Б) a partir de (a, 0) e (0, Б), e isto prova a Proposi- 
ção 6. E 

Observe que pela Proposição 6 os números construtíveis são exa- 
tamente às coordenadas dos pontos construtíveis.. 


112 Introdução à álgebra 


TEOREMA 3; €, = {xE В :a construtível; é um subcorpo de R con- 
tendo ©. 


Demonstração. Sabemos que 2 c Cg. Temos que provar, 


(1) 4, Be. >P – єє 
(2) a, Be 6s =a- Beba 


1 
(3) E Ebr 


Vamos assumir, sem perda de generalidade, $ > ж > 0. Seja 

= (0,0) e B = (8,0). Pelo item (b) da Proposição 5 segue imedia- 
ea que podemos construir X à direita de 0 sobre a reta OU tal 
que | OX | = | АВ | e isto nos diz que X = (f — 9,0) e isto demons- 
tra (1). 

Antes de demonstrar a validade de (2) e (3) observe que existem 
retas construtivas contendo 0 além das retas OU e OT onde T — (0, 1). 

Seja r uma reta construtível como na figura abaixo e sejam 4,, 
B, er construidos de modo que |04, | = | ОА | = «, e reta BB, seja 


paralela a reta UA,. Por semelhança de triângulos temos que $ = 


OB аА " 
- HL e isto nos diz que | OB, | = «+ В e daí segue imediatamente 


que a» é construtível. 


. Na figura acima seja U, er tal que 100, | =1е Xe OU tal que 
XU, seja paralela a UA,. Segue imediatamente da semelhança de 


a => 1 I a q 
triângulos que [0х = Y? e portanto i é construtível. E isto de- 


monstra o Teorema 5. ш 
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Antes de demonstrar o próximo teorema vamos dar algumas 
definições. 

Se A =(u,v)e P, dizemos que u e v são coordenadas de P,, e 
denotaremos por Y, o conjunto de todas as coordenadas de 2,. 
Sabemos pela Proposição 8 que Y, c €, Vne №. 

Seja Ko = Q, К, = Q[4,],...,K, = Q[4%,], ... 

Como Ao €A, E... с.ж, с... C Cr e О с Фк, temos: 


Q-K,cK,;cK,;c..cK,cK,,c..c Ф. 


Observe também que se «e €, então (x,0)e 2, para algum n, isto 
ё, «Ef, para algum n, e portanto хє K,. Daí segue imediatamen- 
te que: 
© 
Ko = |] Kr = Ф. 
Nós vamos usar essa interpretação de €, para provarmos o teorema 
crucial desse parágrafo. 


TEOREMA 4. €, é uma extensão algébrica dos racionais tal que 
Vae6m temos que o grau [Q[x]:Q] é uma potén- 
cia de 2. 


Demonstração. É bastante provarmos que V жє Єр tem-se que 
[Q[x] :Q] = 2" para algum re N. 


© 
De fato, seja xc Eg = |) K,. Assim3ne N tal que «e K, = О[/,„]. 


=0 

Como [Q[a] : Q] divide [K, : Q] (pela Proposição 4) é suficiente pro- 
varmos que [K, : Q] = 2° para algum se №. 

Vamos provar que [K, : ©] é potência de 2 por indução sobre n. 
Se n = 0 temos K, = © e o teorema é válido. [se п = 1 temos que 
K, = Q[,/3] e o teorema também é válido]. 

Vamos supor por indução que [K; : Q] é potência de 2 VO< i < n, 
e vamos provar que [K,:Q] é potência de 2. 

Como K,., c K, e [K,:0] =[K, :K,-1]-[K,-, : Q] temos 
que é suficiente provarmos que [K, : K,_,] é potência de 2. 

Seja L = К, e Lo, = K,_,. Sabemos que L = L,[%,]. Se 
A, = (41, ...,0%,) temos então que L = Lola, 25, ...,]. 

Se denotarmos, Ly c L, = Lp[a,] c L; = Li ie =... c L;— 
= Liila] с... € L, = Lentáo é suficiente provarmos que [L¿:£;_,] 
é poténcia de 2. 
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De fato, vamos provar que [L,:L,-,] = 1 ou 2, 1 < i < k, L; = 
= Liila] e uE, Assim 3 f,e Y, tal que А; = (0;, B;) ou B; = 
—(B,,x)e2,. Sem perda de generalidade vamos supor que А; = 
= (х, p) EPn- 

Como 2, =(2,.1) temos que А; = (x;, B;) é obtido por uma 
das 3 operações elementares em 2, ,. Pode-se provar sem grandes 
dificuldades que a, terá que satisfazer uma equação de grau menor 
ou igual a 2 (será grau 1 na operação elementar 1) com coeficientes 
sobre o corpo К,_; = QOL, ,]. 

Ora, como K,_¡ = Lọ < 1; 1<i<k segue que o; é raiz 
de um polinômio de grau 1 ou 2 sobre o corpo L;_, e isto nos diz que 
[Li :L;-,] = 1 ou 2 como queríamos demonstrar. ш 


PROPOSICAO 7. (a) Se п é um número ímpar > 3 e р um número 
s primo > 2 então J/p não é construtível. Em par- 
ticular 3/2 não é construtível. 
2H 25; 4 
(b) u — cos 1g "0 é construtível. 
(c) Se r > 0 é um número construtível então Jr também é cons- 


trutível. Em particular 2/m é construtível Y i,m €N. 


Demonstração. (a) Se а = J/p n ímpar > 3, p primo > 2, então 
irr(x, Q) = x" — p e portanto [Q[a] : Q] = п ímpar e 
assim a não é construtível. 
2 2 1 
(b) Se 0 = E então 30 = eh, Sabemos que, аа соѕ 30 = 4 
cost — 3 соѕ0 е daí segue, 8 cos!) — 6 cos 0 — 1 = 0, isto ё, и = 
= cos é raiz do polinômio р(х) = 8x? — 6x — 1. Como р(х) é ir- 


redutível sobre Q, temos [Q[u]:Q] = 3 e portanto u não é cons- 
trutível. 


(с) Seja R = (1,0) e seja R; = (1 + ғ, 0). Assim, como r é cons- 
trutível segue que R e Кү são construtíveis. Seja s a reta (construti- 
vel) perpendicular a OU passando por U e seja M o ponto médio do 
segmento OR,. 

Pela geometria elementar o ponto X e 2,, como na figura se- 
guinte, € tal que | UX | = Vr. 

Assim segue imediatamente pelo item (b) da Proposição 8 que 

r é construtível, como queríamos demonstrar. 
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Os problemas clássicos da duplicação do cubo, da quadratura 
do circulo e da trissecção do ângulo, que por muito tempo foram 
preocupações dos gregos serão respondidos no seguinte teorema. 


TEOREMA 5. (a) dae, tal que o volume do cubo de aresta х seja 
o dobro do volume do cubo de aresta 1. 
(b) Jue €, tal que a área do quadrado de lado х seja igual a área 
do círculo de raio 1. 
(c) É impossível, com o uso apenas de régua (sem marcas) e com- 
passo, trissectar o ángulo de 60º. 


Demonstração. (a) Claramente 2° = 2, ou seja irr(x, Q) = x? — 2 e 
[Q[x]:Q] = 3 e pelo teorema anterior segue que « 

não é construtível. 
(b) Como a? = л e л é transcendente sobre Q, segue que лє 

e portanto x ¢ €. 
(c) Se 0 = An podemos ver facilmente que u = cos 0 tam- 


bém seria construtível, mas isto contraria o item (b) da proposicáo 
anterior. M 


EXEMPLO 1. Vamos ver agora, como exemplo, a construção da 
trissecção de um ángulo Ө usando régua (com marcas, 

indicando segmentos de comprimento igual a r) e compasso. 

Na figura seguinte seja 0 o ángulo АОВ e consideremos os pontos 
X e Y como na figura seguinte onde | OX | = | OY | = r. 

Provaremos que é possível marcar pontos С e D como na figura 
seguinte onde | CD | =>. 

De fato, mantendo uma extremidade da régua no ponto X temos 
que a distáncia entre pontos alinhados com X, um sobre a circun- 
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XA AS 
B 0 Y 


feréncia e outro sobre a reta OY, varia de zero (quando ambas coin- 
cidem com Y) até co (no caso em que a régua passando por X está 
paralela a OY). 

Assim, por continuidade 3 D, C como na figura tais que |CD| =r. 

Seja « o ángulo CDY da figura acima. Vamos provar que х = a 
Basta observar na figura que, 0=«+B e В = 20, ou seja, 0 = 3« 
como queríamos demonstrar. 

Para encerrar o capítulo falaremos brevemente sobre polígonos 
regulares. 

Um polígono diz-se construtível se todos os seus vértices são 
pontos construtíveis de R?. 

Assim segue imediatamente que, um polígono regular de n lados 
В A 2n 2x ү“, 
€ construtível se e somente se o ponto A, — (cos —, sen — | é um 

n n 

ponto construtível de R?, 


PROPOSIÇÃO 8: (a) Todo polígono regular de п = 2" lados é cons- 
trutível. 
(b) Se um polígono regular de n lados é construtível então o polí- 
gono regular de 2n lados também é construtível. 
(c) Se p é um número primo > 3 e um poligono regular de p lados 
é construtível então 3s€ № tal que р = 22° + 1. Em particular o heptá- 
gono regular não é um poligono construtível. 


Demonstração. Os itens (a) e (b) seguem diretamente dos seguintes 
fatos: 

(i) o quadrado é um polígono construtível. 

(ii) É possível bissectar um ângulo com régua e compasso. 

Agora vamos provar o item (с). 
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2л 2m у А E 
Como (cos P sen 2) é construtível então segue pelo Teore- 


= 2 2 
ma 6 que [Q[x, $]: Q] = 2" onde х = cos ef = ѕеп A, 


n р 
Agora se i=/— 1 temos que [O[a, B, ¿]:Q] =2”** onde 
ОГ, i] = C. 


2 2 
Agora С = E Med x + ifie Q[a, f, i] e dai segue 
p 


que Q[£] c Q[a, f, i] e [Q[7] : Q] = 2" para algum re N. 
Ora sabemos que irr(, Q] = x^^! + x^? +... + x+ 1 е por 


tanto segue que p — 1 = 2", isto é, p = 2' + 1. 

Vamos provar que r = 2º para algum se №. De fato, se t é um 
fator ímpar de r com t > 1 temos г = t*v. 

Daí segue, 


=2 +1 = (2°) + 1 onde t é impar > 1 
e temos, 


p= Q* 4 12) * —Q-? Q7? — 2+4) 


contradizendo o fato de p ser primo, e isto demonstra a Proposição 8. m 
Enunciaremos agora sem demonstração o seguinte teorema: 


TEOREMA 6 (Gauss). Um polígono regular de n lados é construtível 
<n =? p, ... pk onde re N e p,,..., p, São 
distintos primos impares na forma p; = 22° + 1, 1 X i € К, sen. 
Os números F, = 2?° + 1 são chamados de números de Fermat. 
Em 1640 Fermat anunciou que F, = 3, F, = 5, F, = 17, F, = 257 
€ F4 = 65537 eram números primos. Em 1732 Euler provou que Ё; 
é divisível por 5,27 + 1. Os únicos números primos de Fermat co- 
nhecidos sáo aqueles anunciados pelo próprio Pierre de Fermat. 


EXERCÍCIOS 


O е U serão considerados sempre О = (0,0) е U = (1,0). 
1. Prove que (2,5 = 2, e que (m0)e 2, VmeZ. 
2. Seja 4, о conjunto de coordenadas de 2, e K, = Q[%,]. Prove 
que K, = ©[,/3], e mais Kys Ú к= Gm: 


n=0 
3. Se A, Be 2, prove que 34,, B,€P,, tais que: A,, B, estão 
sobre a reta OU e | АВ| = | А,В, |. 
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. Prove que um quadrilátero ABCD em R? que possui lados opos- 


tos iguais é um paralelogramo. 


. Seja (a, fl)e 2, = (2,1) e К„_, = Q[4,_,] como no Exerci- 


cio 2. Prove que [К„_,[«]:К„_,] = 1 ou 2. 


. Prove que um polígono regular de n lados no plano é constru- 


И п 2n, Р 
tível <=> o ponto | cos —, sen =) é construtível. 
n 


n 2 
. Prove que os polígonos regulares de 3 e 5 lados (respectivamente, 


o triángulo e o pentágono) são construtíveis. Prove também que 
se n = 2'+3 ou 2-5 então o polígono regular de п lados é cons- 
trutível, 


. Prove que um eneágono regular não é construtível. 
. Prove que um polígono regular de 15 lados é construtível. (suges- 


tã 5 = 2 se о Ехегсісіо 7) 
: а іо 7). 
о: use 4; 5 зе? Pus ercício 


. Mostre que a construção abaixo não trissecta o ângulo de 60º. 


sejam АОВ = 60º, | АА, | = | 414; ES e seja BA, parale- 
la a CA,. (Prove então que d = 40 


A 20°). 


. Se um polígono regular de п lados é construtível e m é um di- 


visor de n, entáo podemos construir um polígono regular de m 
lados. 

(Sugestáo: escolha (entre os vértices do polígono de n lados) ade- 
quadamente os vértices do polígono de m lados). 


. Prove que se um polígono regular de m lados e um polígono re- 


gular de n lados sáo construtíveis e M.D.C. {m,n} = 1 então um 
polígono regular de m-n lados também é construtível. 
2л 2л 


tb. 
m n 


2n 
(Sugestão: escreva — = a onde a, be Z e expres- 
mn 


2n 
se cos —]. 
mn 


CAPÍTULO VI 


GRUPOS 


Neste capítulo temos como objetivo introduzir os aspectos ele- 
mentares da teoria dos grupos que seráo usados no capítulo seguinte 
onde demonstraremos o teorema fundamental da Teoria de Galois. 


81 Definicáo e exemplos 


Seja G um conjunto não vazio onde está definida uma operação 
entre pares de G, denotada por, 


*GxGoG 
(х, у) v» x*y 


Dizemos que o par G, + é um grupo se são válidas as seguintes 
propriedades: 


G,) ax(bx*c) = (а*Б)*с Va bceG 
Gz) dee С tal que a«e—esa, VaeG 
Су) V aeG, dbeG tal que axb=bxa=e. 


A propriedade G,) é a associatividade da operação +, enquanto 
que o elemento e em С,), pode-se provar facilmente que é único, recebe 
o nome de identidade de G, =. 

Agora se a*b, =b,x*a=e, а*Ь„ —b,*a = е segue que 
b, =exb, —(b;*a)*b, = b, =b,=*(ax*b,) = b}, e portanto em 
Gs) existe um único elemento be С tal que a«b = b«a = e. Tal 
elemento b € denotado por a^! e recebe o nome de inverso. de a em 
relação a operação x. 

Se em um grupo G, + verifica-se a propriedade: 


С) axb=bxa, VabeG 


dizemos que o grupo С, * é um grupo abeliano (em honra ao matemático 
Noruegués N.H. Abel — 1802-1829). 

A fim de simplificar notações usaremos G em vez de G, *, para 
denotar um grupo. Usaremos também ab, em vez de a x b, para repre- 
sentar o resultado de a operado com b. A operação de С será sempre 
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explicitada no contexto, e usaremos a notação aditiva a+b = a + b 
apenas para grupos abelianos e nesse caso a identidade será represen- 
tada por O. 


EXEMPLO 1. Z é um grupo aditivo infinito. 


EXEMPLO 2. Se п > 1 é um número inteiro então o conjunto Z, 
dos inteiros módulo n, é um grupo aditivo contendo 
exatamente n elementos. 
EXEMPLO 3. Seja $ um conjunto não vazio e seja 
G = {f: S > S:f bijetiva). 


Se + é a operação composição de funções, isto é, «: G x G > G 


(0.7) mo gof 
então С, x é claramente um grupo tendo /,: $ — S como identidade. 
X vx 
Esse grupo é chamado de grupo das Permutações do conjunto S. Se 
S = (1,2, ..., nj denotaremos esse grupo por 5,, e temos que о número 


de elementos de S, é exatamente n!. 

Agora vamos mostrar que os grupos $,, п > 3, são exemplos de 
grupos nào abelianos. 

De fato, sejam f, g € S, definidas como segue: 


PALAIS 152; 3n) 
Ја) = 2, О) = 1; f= NX 3<x<n 


Ee o e o. T AEA A а 
g(1)=2, g2)23, g(3-21esenz4 g(x)=x Vx, 4<x=<n 
Ora, como 
(ge DD = g (f) = 90) = 3. 
(7° 4) (1) = f(g (1) =f) = 1. 
teremos que gof + gog. 
Em particular $; é um exemplo de um grupo não abeliano com 
exatamente 6 elementos. No próximo parágrafo provaremos que: 


“se um grupo G possui no máximo 5 elementos então G é um grupo 
abeliano”. 
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É usual denotar um elemento f do grupo S, por, 


/-( 1 2 8 quê A 
DO JO LO. fm) 


Assim o grupo $, é composto dos seguintes 6 elementos: 


3 TOE Е 
| TO 1 ы? 


à n 


55 
\ 
ES 
—- — 
WN WN NN 
NU 
A 
Il 
=, 
MI 
c^ 
| 
р х, 
Ww 
-N NN 


EXEMPLO 4. Seja G o conjunto de retas no plano R? com coeficiente 
angular não nulo, isto é, 


G= {f: R> R:f(x)=ax +b, 0#abeR} 


Se f(x) = ax + b, a + 0 e g(x) = ex + d, c + 0 então 
(4 °/)(х) = g(f 69) = асх + (be + d), ac £0 


ou seja a composição de funções o define uma operação em G que é 
evidentemente associativa. 
Agora, e = Ig: К > К é um elemento de G e mais se f^! (x) = 
xx 
1 


е 0и Д а + 0, temos: 
а а 


fof = оў = Ig onde f(x) = ax + b, a 40. 
Assim, G, ° é um grupo onde о ё a operação composição de funções. 


Se f(x) = 2х +4 e g(x) = 3x + 2 temos, 
(д4 °/)(х) =g) = gQx + 4) = 6x + 14 
(fe д) (х) = /(3х + 2) = 6х +8 


Portanto С, о ё um exemplo de um grupo náo abeliano contendo um 
número infinito de elementos. 
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EXEMPLO 5. Vamos definir agora o seguinte subconjunto Оз do 
anel dos Quatérnios visto no Capítulo 3. 
Seja Q; = {1, —1, i, j, k, —i —j, —k) c Quat 
É fácil de ver que Оз € um grupo com a operação de multiplicação 
de Quat pois, 


Pp=p=k = lx:1—1l:x-xVxeQ, 


iej2kjk-ik:i-jj:i k, kej i, iek J 


Além disso, j7! = j? gk kg i. 
Assim Q, • é um grupo não abeliano contendo exatamente 8 
elementos. 


EXEMPLO 6. Seja A, +,- um anel e G = Aut А o conjunto de todos 
os automorfismos do anel A. 

Primeiramente observem que se g, f € G e a, be A, então (g of) 
(a+b) = g[f(a* b] = gL/( +f] = gL/(0] + 9170) = 
= (ge f) (а) + (g 7) (b). 

Analogamente (g of) (a Б) = (g © f') (a) - (g > f) (b), ou seja, a com- 
posição de funções define uma operação entre pares de elementos 
de G — Aut A. 

Observem também que e = 14: А — A é um elemento de С. 

X vox 

Como composição de funções é uma operação associativa para que С, o 
seja um grupo é suficiente mostrarmos que G é fechado para o inverso 
de cada elemento, isto é, se fe G então a função g = f”! (existe pois f 
€ bijetiva) é também um automorfismo do anel A. De fato, seja fe G 
eg: А > A definida por f° g = gef = I4. Vamos provar que g € G. 

Se х, y e A então temos que provar que: 
() g + y) = 900) + 90) 
(i) g( - y) = g(x) - g0’). 

Agora se x', у € Ae f bijetiva então 3x, y € A tais que x' = f(x) e 


у =f(y) (e portanto x = g(x) e y = g(y)). 
Ássim, 


© g + y) = gU 69 +10) =9U (+ y) =x + y = (х) + (у) 


e 


(i) g * y) = 9070) :0) =g- y) = х+у = glx) 9(у) 
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e isto prova que G = Aut А, o é um grupo onde o é a operação com- 
posição de. funções. 

Observem que já calculamos, no $4 do Capítulo 3, o grupo G = 
= Aut A para alguns anéis. Por exemplo, Aut Z = {Iz}, Aut Q = {Io}, 
Aut R = (Ig) e Aut Z [Vp] = (1. т, 0) onde p é um número primo 
е о. (a+ b,/p)=a-— b/p Va, beZ. 


EXEMPLO 7. Seja G um grupo e x e С. Se ne Z definimos x" como 
segue: 


Se m, ne Z pode-se provar, usando indução, as seguintes pro- 
priedades: 
() хт. x" = хт*п 
(ii) e = x 

Se denotarmos (x) = {x":meZ} c С então como х0 = е, 
(x")! — x^" e x". x" = x"*" segue imediatamente que (x) é um 
exemplo de grupo abeliano. O grupo (x) é chamado de Grupo cíclico 
gerado pelo elemento xe С. Assim todo grupo cíclico é abeliano. 
Pode-se verificar facilmente que os grupos aditivos Z e Z,, citados nos 
exemplos Í e 2, sáo cíclicos. 

Vamos ver em seguida um exemplo de um grupo abeliano náo 
cíclico. 


EXEMPLO 8. Sejam G, » e H, A dois grupos cujas identidades re- 
presentaremos respectivamente por eg € eg. 
Seja G x H = ((g,h):ge G e he Hj o conjunto produto carte- 
siano de G е Н. Vamos definir uma operação + entre pares de elementos 
de G x H através da regra, 


(9, h) * (9,1) =(geg,hAh) Vga, g eG, Vh keH. 


É fácil verificar que e = (ес, eg) É tal que, (g, h) + e = e x (g, h) = 
= (g, hV(gheGxHeec-(g,h)*(g ,h)—(g h )*(g, h) 
Ү (9, h) e G x H. 

Assim, como a transitividade da operação + decorre imediatamente 
da transitividade das operações o e A temos que G х H, * é um grupo 
com identidade e = (eg, ең). 
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Observem que se G, ое Н, A são grupos abelianos então С x H, + 
também é um grupo abeliano. 

Se G, о e Н, A são grupos aditivos usaremos também a notação 
aditiva para G x H, *. 

Assim se G, + e H, + sáo grupos, entáo G x H, + é também um 
grupo onde, 


(9, h) + (g, k) =(g+9,h+H) Wg,g EG, Vh h'eH. 


Sabemos que Z4, + é um exemplo de um grupo cíclico contendo 
exatamente 4 elementos. Vamos agora dar um exemplo de um grupo 
abeliano não cíclico contendo também 4 elementos. 

Se G = Z, x Z,, +. Assim os elementos de G são (0, 0), (0, 1), 
(1,0) e (1,1). Observe que e = (0,0) é a identidade desse grupo G 
e pode-se verificar facilmente que: V (a, b) € G tem-se: 

(a,b)? = (a, b) + (а,Ь) = (0,0) = e. 
Portanto G = Z, x Z,, + é um grupo abeliano não cíclico. 

Do mesmo modo que introduzimos o grupo G x H poderiamos 
introduzir o grupo G, x G, x ... x G, que é chamado de produto 
direto (externo) dos grupos Gy, ..., С,. 


EXERCÍCIOS 


1. Seja С um grupo e xe С. Prove que 
a) x".x" — x"*" Vm neZ 
b)x""2x" Vm neZ 


2. Seja G um grupo. G diz-se cíclico se 3x € G tal que G = (х), eo 
elemento x chama-se um gerador de G. 
Prove que: 
a) Todo grupo cíclico € abeliano. 
b) Z, + é um grupo cíclico tendo 1 e —1 como geradores. 
e) Z, = {0,1,..‚р—1}, + com p primo é um grupo cíclico 

tendo 1, 2,....p—1 como geradores. 

3. Seja G é um grupo abeliano. Prove que: Se x, ye Ge me Z então 
(ху)" = x". у". 

4. Seja G um grupo tendo e como elemento identidade. Prove que: 
Se x? = e YxeG então G é um grupo abeliano. 


S. Seja G um grupo. Prove a unicidade do elemento neutro de G. 


6. 


м 


oo 


12. 
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Determine f, g € S, tais que: 
а) fog? Ef? од? 
b) (feg? #7? од? 


. a) Determine todos os elementos f€ S, tais que 


Уе FEE 
b) Determine todos os elementos f € S, tais que 
{95=%, «fre, 


. Seja V = {e,f,g,h} o seguinte subconjunto do grupo $,: 


PEA OIR 
certos sa PAG 


в A E 
E 245. e xm Я 


a) Prove que V, o é um grupo contendo 4 elementos onde o é a 
operação de S4. 


b) Prove que V, o é um grupo abeliano náo cíclico. 


. Seja G um grupo e x, y, ze С. Prove que: 


PRES j (leis do cancelamento) 
b) yx = zx = 

с) Gy! 
4 (ty! 


-i..-1 


h 
yi хаг 
+ 


. Seja С um grupo contendo exatamente 2n elementos, п > 1 inteiro. 


Prove que, Эх # e tal que x? = e onde e representa a identidade 
de G. 


- Seja С um conjunto não vazio finito e + uma operação associativa 


em G. 
Prove que: 
Se são válidas em С, + as leis do cancelamento então С, + é um grupo. 


Z,M.DC. {р - А , 
Seja б, = [cine МРС tp”, т) 1 onde p é um número 


> 5 1 
primo fixo. E G,, + um grupo? Se ER € G, + calcule o grupo t 
p 


Calcule também (5 E (5) RM (5) onde neN. 
Р р P 
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13. Calcule Aut A para os seguintes anéis: 
a) A = Z [i] onde ? = —1 
b) A = Q[i] 
c) А = О [272] onde 3/2 = «еВ, à = 2 


14. Quais dos seguintes subconjuntos С de Z,, = (0,1,2,..., 12] 


15. Seja С, + um grupo e a, b, с e G. Prove que a equação x «a« x «b = 
= х * с possui uma única solução em С. 


16. Prove que G = (zeC:|z|=1) é um grupo abeliano com a 
operação de multiplicação de números complexos. 
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Sejam G um grupo e H um subconjunto não vazio de G. Dizemos 
que H é um subgrupo de G se H for ele próprio um grupo com a mesma 
operação de G. Assim para que H seja um subgrupo de G são neces- 
sárias as condições (i) ee Н e (ii) se a, be Н então ab e Н. Em geral 
essas duas condições não são suficientes para que Н seja um subgrupo 
de G(H = N c 7 = С satisfaz as duas condições acima onde a ope- 
ração é soma, porém não é um subgrupo de Z, +). Provaremos agora 
uma proposição que fornece as condições necessárias e suficientes para 
que um subconjunto H de um grupo G seja um subgrupo de G. Se H 
for um subgrupo de G denotaremos H < G. 


PROPOSIÇÃO 1. Seja G um grupo e H um subconjunto de G. As 
seguintes condições são equivalentes: 
(a) H é um subgrupo de G. 
(b ()eeH 
(п) Va, be H tem-se abe H 
(iii) Vae Н tem-se a le H. 
(с) Н + @ е Уа, beH tem-se ab ! € H. 


Demonstração. (a) > (b): Segue imediatamente das definições e da 
unicidade da identidade e da unicidade do inverso 
de cada elemento de G. 
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(b) = (a): Basta observar que a condição (ii) (Н é fechado para a 
operação de С) nos diz que a operação de G induz uma operação em Н 
e essa operação será também associativa pois a operação é associativa 
em G. 

(b) = (c): Primeiramente, se e e H então Н 4 Ø, e se be H então 
b^!€H por (iii). 

Assim, se a, be H temos a, Б! € Н e por (ii) segue ab”! e Н como 
queríamos demonstrar. 

(c) = (b: Se H 4 Ø então ЗаєН. Portanto, e = аа! eH. 

Agora, se ae Н segue а! = еа! € H, e finalmente se a, be H 
tem-se a, b! € Н e daí teremos ab = a(b ^!) ! e Н e isto termina a 
demonstração da Proposição 1. m 


EXEMPLO 1. H = Z-m = (rm:reZ), meZ, é um subgrupo do 
grupo aditivo dos inteiros. 


EXEMPLO 2. Seja G um grupo e x € G. Então (x) = H é um sub- 
grupo de G. 


EXEMPLO 3. Seja G um grupo e x e G. Então, Cg(x) = (ye G:yx = 
= xy) é um subgrupo de С. (Cg(x) é denominado o 
centralizador de x em G). 
EXEMPLO 4. Seja G um grupo. Entáo, 
Z(G) = {аєС:а: х= ха VxeG) 
ё um subgrupo С. (Z(G) é denominado de centro do grupo б). Observe 
que Z(G) é um subgrupo abeliano do grupo С. 
EXEMPLO 5. Sejam H,,..., Н, subgrupos de um grupo G. Então, 
Н —H,n ..n Hy 


é um subgrupo de G. 
De fato, 


(i) ee H # Ø pois ee H; Viefl,...,n) 

(i)abeH=>ableH, іє {1, 2,..., n} = ab ! e H. 

EXEMPLO 6. Seja G um grupo e x,, X2, ..., x, € G. Seja F a familia 
de todos os subgrupos de G contendo x, , ..., x,, isto é, 


2 —ÍKxG:x,..,x,€K). 
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Ora Ge F, assim F 4 Ø. Agora vamos definir Н do seguinte modo: 
Н = (| K, е provaremos em seguida que Н é o menor subgrupo de 


Kef 

G que contém x,, ..., X,. 
Primeiramente H é um subgrupo de G. 
De fato, 


() ee H # Ø pois eeK VKe%. 
(1) a, be H = a, be K Y KeF >a,b 'eK,VKe% > ab *eK 
УКє# —ab'! eH, e assim H < С. 


Agora provaremos que H é o menor subgrupo de G contendo 


> 


Dera эке, 
De fato, 
Seja L < G tal que x,, ..., x, € L. Assim, Le 2 e portanto H < L. 
Denotaremos H рог Н =(x,,..., х,). Observe que se n= 1 


entáo essa definigáo coincide com a de grupo cíclico gerado por x;. 


EXEMPLO 7. Sejam Н, © H, ©... € H, € H4, =... subgrupos 
de um grupo G. Entáo, 


H= (J H; 
i=1 


é um subgrupo de G. 
De fato, 
(i) ee H + Y pois ee H, c H. 
(ii) a, be H ae H,, ae H,, onde r, se (1,2, ..., n, ...). 
Sem perda de generalidade podemos assumir que r < s e nesse caso 
teremos, 


a, be H, pois H, € H,. 
Daí segue que ab! eH, c H. 


EXEMPLO 8. Seja G o grupo aditivo dos racionais e 


m meZ, M.D.C. (pm) = 1 
н {5а | 


onde р ё um número primo fixo. Vimos no parágrafo anterior que 
Н < С. Agora vamos definir os seguintes subgrupos de Н: 
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1 1 1. 
V Ка 


Observe que C, C Cp с... c C, с... © Н e é fácil verificar que 


© 


H-Uc,. 


i=1 


EXEMPLO 09. Seja G o conjunto de todas as retas do plano R? com 

coeficiente angular não nulo. Sabemos que, С = {f : 
R>R:f(x) = ах + b,0 a, be R} é um grupo com a operação com- 
posição de funções. Se H é o conjunto das retas do plano R? com coe- 
ficientes angular 1 então é fácil verificar que H é um subgrupo de G. 


EXEMPLO 10. Seja (1,2, 3, ..., n], n > 3, o conjunto de vértices 
de um polígono regular de n lados como nas figuras 
abaixo: 
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Considerando S, o grupo (veja Exemplo 3 do $1) de todas as per- 
mutações do conjunto de vértices (1, 2, 3, ..., п} vamos agora ver um 
exemplo de um subgrupo de $„, nào abeliano, contendo exatamente 
2n elementos. 

Seja 0 e S, a permutação determinada pelo efeito de uma rotação 


a 2n d : "C А 
de um ángulo de ——— rd no sentido trigonométrico, isto é, 
п 


g=[t 2,3 e m1n 

AD ORE 
Consideremos кє $„ a permutacáo determinada pelo efeito de 
uma reflexão da figura em torno do eixo ox, isto é, se n é par r fixa os 


vértices 1 e 24 E e é representada por 
n+2 
qom 3 5 n—1 n 
TE 
n+2 
1 —1 2 
non > 3 


se n é impar r fixa apenas o vértice 1 e é representada por 
mI aa n-1 n 
CENI n n—l .. 3 Dp 


Agora, seja D, = <r, 0» o menor subgrupo de 5, contendo r e 0. 
Vamos provar que D, = (e, r, 0, 02, ..., 0", r0, r0?, ..., r0"! ) onde 


123 .. n-1 n А 
= é denti : 
e (i 2 ami | é a identidade de S, 


Para isto é suficiente provarmos que Н = {е, r, 0, 0?, ..., 0", r0, 
r0?, ..., r0" ^!) é um subgrupo de S,. Como a identidade pertence ao 
conjunto H temos que provar que: 


(1) a, be H —abeH. 
(ii)aeH-a eH. 
Primeiramente observe que como r? — e e 0" = e entáo temos, 
(r) = {r":me Z} = {е, r} 
(0) = (0":meZ) = {е, 0, 0?, ..., Ө" 


Grupos 131 


É também imediata a verificação das seguintes leis: 
(1) r-0 = 07-r VieN 
(2) r2 r-07 VjeN 
ou equivalentemente, 
(3) r-0" 207"-r YmeZ 
Usando esta lei provaremos inicialmente 
(i)aeH-a eH. 
se a = 0, 0 < k < п—1 então a! 20" еН 
se a = r- 0, 0 x k < n—1 então teremos, 
а? = (10 (10%) = r (01) 0* = r20 7*0 = r? = е. 
Assim a — a! € H e (iii) está provada. 


Agora vamos provar (ii) a, be H > abe H. 
Observe que 0" e (05 = (e, 0, ..., 0" 1) VmeZ. 


Caso 1: ae (05, beH. 
a=0, 0<j<n-l. 


Se be (0) então abe (0) = H 
se b é (0) então b = 10, 0 < i x n— 1 e nesse caso teríamos ab = 
= 0! (r0) = r0'77 e como 077€ (0) segue ab € H. 


Caso 2: a£ (05, beH. 
а = rø 


Se be (0), b = 0! e ab = (10)0) = r0'ti е сото 0'* e (0) segue 
ab € Н. 
Se bé (0), b = 105 e ab = (10') (r9) = 207 = 0'e <0) SH e 
isto demonstra que Н = D, é um subgrupo de S, contendo exatamente 
2n elementos. Como n > Зе rü = 0^! - г 4 Or segue imediatamente 
que D, é um grupo não abeliano contendo 2n elementos. 
Chamamos o grupo D, de grupo ihedral de ordem 2n ou grupo 
de simetrias do polígono regular de n lados. 
Observe que o grupo D, de simetrias do quadrado é um exemplo 
de um grupo não abeliano contendo exatamente 8 elementos. 
Observe também que em D, existem 6 elementos satisfazendo a 
equação x? = e enquanto que em Q, existem apenas dois elementos 
satisfazendo a mesma equação. 
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EXEMPLO 11. O conjunto G = GL(n, K), n > 2, de todas as ma- 

trizes n x n invertíveis com coeficientes em um corpo 
K é um exemplo de um grupo (não abeliano), em relação a operação 
produto de matrizes 


H = {Ae GL(n, K) : det A = 1) 
é um subgrupo de GL(n, K) que é usualmente denotado por H = 
= SL(n, K). 


EXEMPLO 12. Seja L > K uma extensão de corpos e seja G o grupo 
dos automorfismos de L, isto é, G = Aut L. 
Pode-se provar facilmente que 


H = Аш, 1 = {o e G: o(a) =a VaeK) 


é um subgrupo de G. 


EXEMPLO 13. Nesse exemplo introduziremos o grupo A, das per- 
mutações pares. 
Seja P = P(x,, ..., x,) O seguinte polinômio nas variáveis x, , ..., X,, 
onde xx; = xx; Vi, je(l,..., nj, 


Р = (x,—X2) (x,—X3) ... (x4—x,) (X2—X3) ... (X2—Xp) у. (Xp-1 Xp) 


o qual denotaremos por, 


Se сє 5, denotaremos por P" o seguinte polinômio, 


P= II (х х). 


1<i<j<n 


Claramente temos P^ = + P.Se P^ = P dizemos que a permutação 
c é uma permutação par e se P^ = — P dizemos que o é uma permutação 
impar. 

É facil verificar que seo, тє 5, então (P^) = p”º* e daí segue 
imediatamente que o conjunto A, de todas as permutações pares é um 
subgrupo de $,. 


Por exemplo, | 


Аз = lef. f£. '} 
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onde 


9 
2 
ї „243 
id pei 
2 
1 


су зз fX. 3 
rris) 


De fato, se P = (x, — хз) (x1 — x3) (x; — xa) então, P! = (x, — ху) 
(xray Ara) (Xp — Xp) = (2 — x3) (x4 — x1) (хз — ху). P. P: 
Analogamente Р/-! = P 
Observe que o número de permutações pares coincide com o 
número de permutações impares e temos então, 


n! 


| А, | = 2 


Antes de demonstrarmos o próximo resultado (Teorema de La- 
grange) vamos fazer algumas considerações. 
Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G. 


PROPOSIÇÃO 2. x, ye С, х = y (mod Н) = xy"! є Н define uma 
relação de equivalência no conjunto С. 
Demonstração. 
(i) x = x(mod H) VxeG poise=xex ! eH. 
(ii) x = y (mod Н) > y = x (mod Н) pois se xy”! € H então yx”! = 
= (xy Y +EH. 
(iii) x = y (mod Н) e y = z (mod H) > x = z (mod Н) pois, 


xy !eH e yz ! € H > xz ! = (xy !)(yz-l)e Н. 


e isto demonstra a Proposição 2. ш 

Consideremos agora a classe de equivalência x = (yeG:y =x 
(mod Н)}. 

Assim, yex <= y = x (mod H) <> yx” 
= hx para algum he Н. 

Se denotarmos Hx = (hx :he H} então temos que X = Hx, 
chamada uma classe lateral (à direita) de H em G. Representaremos o 
conjunto quociente (X : x e G} por G/H, isto €, G/H = (Hx : хє б} 
é o conjunto de todas as classes laterais (à direita) de H em G. 


1 


—heH, p/ algum heH= y = 
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Suponhamos que G/H possui exatamente n classes laterais, assim 
GJH = (Hx,, Hx;, ..., Hx,) onde x,, -.., x, € G. Como (Hx,, ..., Hx, 
é uma partição de С temos que: Hx, ^ Hx; = Ø sei  j e mais ainda 
G = Hx, є... w Hx, (união disjunta). 

Se X é um conjunto finito representaremos por |х | o número 
de elementos de X. Se G é um grupo finito definimos ordem de G como 
sendo o número |G| de elementos de G. 

Provaremos agora o Teorema de Lagrange: 


TEOREMA 1 (Lagrange). Se G é um grupo finito e H é um subgrupo 
de G então |H | é um divisor de |G| (isto 
é, a ordem de H é um divisor da ordem de G). 


Demonstração. Definindo em G a relação de equivalência = (mod H) 
e sendo G um grupo finito segue imediatamente que 
o conjunto G/H das classes laterais (à direita) de G é finito. Digamos que 


|IGH|=n е GJH = (Hx, ..., Hx). 


Assim, 
С = Hx, о Hx; v ... 9 Hx, 


(unido disjunta) e portanto segue que, 


|G| = | Hx, | + | Hx> 


+... + |Hx,| 


Afirmação: |G| =n-| Н | (e isto demonstra o teorema). De fato, 


basta demonstrarmos que | Hx;| -| H| Vi 1<i<n. 
Seja v: H^ Hx, I<xi<n. 
h мэ hx; 


V é evidentemente sobrejetiva, e mais se Y(h) = Wth') tem-se 
hx, = h'x;= h = h ой seja Y é bijetiva e portanto | H | = | Hx; | qual- 
quer que seja i, 1 < i € n, como queriamos demonstrar. а 


COROLÁRIO 1. Todo grupo finito de ordem prima é cíclico (em par- 
ticular é abeliano). 


Demonstração. Seja С um grupo e | G| = p onde p é um número primo. 

Se хеб, x # e então (x) é um subgrupo de С con- 
tendo o conjunto (e, x). Assim, pelo Teorema de Lagrange |<х)| é 
um divisor de |G| = p e |х) |> 1. Portanto |х) | =p e isso nos 
diz que G = (х). E 
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COROLÁRIO 2. Se G é um grupo tal que |G| x 5 então С é abeliano. 


Demonstração. |G| = 1 = G = (e), |G| =2,30u5=>|G| = primo = 
=G cíclico > С abeliano. |G| = 4: se Эх £e xe G 

tal que (x) = С então С é cíclico e portanto abeliano. 
Suponhamos então que: Vx € G, x # e, temos (x) + G. Ora 
pelo Teorema de Lagrange segue imediatamente que | (x) | = 2. Assim, 


x? = е, YxEG, 
Assim se x, ує С tem-se xy = (ху)! = y !-x^! = y+ x ou seja G 
é abeliano (observe que nesse caso G é do tipo Z, x Z,, +). 


EXERCÍCIOS 
1. Prove todos os detalhes deixados por fazer nos exemplos desse 
parágrafo. 


2. Prove que: 
a) Z (S3) = {e} 
b) Z (Q4) = (1, —1) 
с) Z(D,) = fe, 0?) 
{е} se n impar. 
d) Z(D,) = 
) 20) i 0"? se n par. 
e) Z (A4) = {е}. 
3. Prove que (e, r, 0?, r8?) ё um subgrupo abeliano (não cíclico) de 
Da. 
4. Prove que <i, j) = Q4 = j, К) = <i, kò. 
5. Descreva todas as permutações de Az. 


6. Calcule todos os subgrupos dos seguintes grupos: 


к=; а) Z; x 2,, + b) $,; c) D, 


d) Qs; e) Ds; D) A, 
7. Se G é um grupo e H < G tal que | G/H | = n dizemos que o índice 

de H em G é igual a n. 

a) Calcule o índice de Н = Zmn Zn no grupo G = Z.» + onde 
m, n são inteiros > 1. 

b) se H, K < Ge|G/H| =me|G/K| = m. Prove que |G/Hn K| < 
< men. 

c) Calcule o índice de A, em S,, e prove que | 4, | = n!/2. 
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De fato, 
sey —g !xgez = h 'yhondeg, he G temos z = u^! xuonde u = gh, 
e isto demonstra a Proposicáo 3. ш 

Se x¿ y dizemos que x e y sáo elementos conjugados em С. 
Se denotarmos g^!xg = x? são válidas as seguintes propriedades: 


(а) х = х VxeG 

(b) у= х= х = у! Vx ygeG 

(с) (9) 2 x" vxgheG. 

A classe X = {y:x y y} = (x*:g€ С} é chamada ¡classe de 
conjugação (em G) determinada pelo elemento x € б. Vamos denotar 
a classe X por C,. 

Se G é um grupo finito e existem n classes de conjugação (em С) 
com representantes x;,x;,..., x,, então 


С=С, оС, о... 9C, 


1 


(união disjunta) e assim chegamos a chamada equação de classes: 
(1) [G| =| Ca] + | С] +... + |С, | 


Observem que xe 2(6) = С, = (x) е a equação de classes 
torna-se: 


(2) IG|-|z«)* Y [Cal 
x 18716) 


PROPOSIÇÃO 4: Seja С um grupo finito e x € G. Então, o índice 
|G/Cow| é igual ao número de elementos |C,| 
da classe de conjugação C „. Em particular, | C, | é um divisor de | G| Va e С. 


Demonstração. Seja Н = C¿(x) = {gE G :gx = xg} = (geG:x* = x} e 
seja G/H = {Hg : g € G} o conjunto de todas as classes 
laterais (à direita) de H em G. 
Pelo Teorema de Lagrange temos |G| = | G/H| | H|. Agora 
consideremos a função, 
V: СІН > C, 
Hg v» х 


Claramente y ё sobrejetiva, mais ainda: se y(Hg,) = V(Hg;) > 
> x”! = x? >x000 = x =>g,97* e Сох) = Н = Hg, = Hg,. Assim 


y é bijetiva e |G/H| =|C,| = del como queríamos demonstrar. ш 


|H] 
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Antes de provarmos o principal teorema desse parágrafo vamos 
dar a seguinte definição. 

Seja p um número primo e G um grupo. Se|G | = p"; e N dizemos 
que С é um p-grupo. Pelo teorema de Lagrange um subgrupo de um 
p-grupo é também um p-grupo. 


TEOREMA 2. Se G é um p-grupo e |G|=p">1 então |Z(G)| = 


= р" > 1 
Demonstração. Pela equação de classes temos, |С | = |Z(G)| + 
+ D | С„,| ou ainda, | Z(G)| =|G| — У om 
xiéZ(G) х#2(6) 


Ora V x; é Z(G) temos | C,,| > 1 e sendo |С, | um divisor de |С | = 
= p" segue imediatamente que | C,,| = 0 (mod p) Vx, € Z(G)e|G|=0 
(mod р) e pelo teorema de Lagrange segue que: | Z(G)| = р" > 1 
como queríamos demonstrar. ш 


COROLÁRIO 1. Se р é um número primo e |G| = p? então G é um 
grupo abeliano. 


Demonstração. Se | G | = p? temos pelo teorema anterior que | Z (G) | = 

= р" > 1. Se |Z(G)| =p? então G=Z(G) e G € 
abeliano. Suponhamos, por absurdo, que Z(G) < С. Assim 3 aeG 
tal que a € Z(G). Assim H = Cgla) = {g : ga = ag) > Z(G), ae H, 
e a$ Z(G). 

Portanto H Z Z(G),| H | = p >|Z(G)| =p=>|H|=p*eH = 
= С. Mas, isto é uma contradição pois C(a) = G = a € Z(G), e isto 
demonstra o Corolário 1. ш 

Observem que provamos anteriormente que se |G | = p então С 
é cíclico e agora acabamos de demonstrar que se | G| = p? então С 
é abeliano (observem que Z, x Z,, + é um exemplo de um grupo 
abeliano não cíclico de ordem p?). 


OS 


1. Calcule todas as classes de conjugação para os seguintes grupos: 


a) G = Zs, + d) G = Qg 
b) G = 5; e) G = D; 
€) G =D, 


№ 


Seja С um grupo е С, uma classe de conjugação contendo exata- 
mente n elementos. Prove que 3H < С tal que |G/H| = n. 
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3. Seja p um número primo e G um p-grupo de ordem p?. Prove que, 
se С é nào abeliano, então | Z(G)| = p. 


4. Seja G um grupo e ge G. Definimos a função 
Y,:G=>G 
x wo p(x) = x*—g !xg 
a) Prove que V, é uma função bijetiva tal que 
Y (xy) = Yo) Uy) Vx, yeG. 
b) se Н < G prove que V,(H) = [g”*-h-g:he Н} é também um 
subgrupo de G. 

5. Se G é um grupo finito contendo apenas duas classes de conjugacáo. 

Prove que | С | = 2, isto é, G é um grupo cíclico de ordem 2. 


6. Se G é um grupo finito contendo apenas 3 classes de conjugação. 
Calcule as possibilidades para ordem de G. Mostre que no caso 
| Z(G)| = 1 existe a possibilidade | С | = 6. Quais são os números 
de elementos de cada classe? 

7. Estude as possibilidades para ordem de G se G contém exatamente 
4 classes de conjugação. 


8. Determine todas as classes de conjugação dos grupos A4, D, e S4- 


84 Grupos quocientes e homomorfismo de grupos 


Introduzimos no parágrafo anterior a importante noção de classe 
de conjugação em um grupo. Nesse parágrafo vamos introduzir a noção 
de subgrupos normais (ou invariantes) e grupos quocientes. 

Seja G um grupo e seja H < G. Se ge G definimos a função Y, 
(conjugação pelo elemento дє С) por, 

усә С 
хэрх) = xt = g^ xg 

Observe que V,(H) = (w,(h) : he Hj = {h° =g"*hg:he H} que 
denotaremos por H° ou g^! Hg. É fácil provar que Hº é também um 
subgrupo de G pois: 

(i) e =e e H’ 
(ii) h1, h3 € H* = h$ • h$ = (h,h,P € Н 
(iii) h* e Н° = (h°) = (h^! e H*. 
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Assim a função conjugação transforma subgrupos de G em sub- 
grupos de G. 

Dizemos que um subgrupo H < G é normal (ou invariante) em 
G se V,(H) = H € Н VgeG. 

Observe que 


H<H VgeG>H!=H VgeG. 


Por exemplo, se G é o grupo das retas do plano R? com coeficientes 
angulares não nulos (veja Exemplo 9 do 82) e H é o subgrupo de G das 
retas de R? com coeficientes angulares iguais a 1, então H é um sub- 
grupo normal de G. De fato, é bastante observar que: se g(x) = ax + b, 


аФ 0 е h(x)=x+c então (7e ge) E. 


Se Н é um subgrupo normal de G denotaremos por H < G. 

Claramente {е} e С sáo sempre subgrupos normais de С. Se С 
€ um grupo abeliano entáo qualquer subgrupo H de G é normal em G 
pois, Yge G, Н = (g^! -h-g:he H} = (h:he H} = H. 

Dizemos que um grupo G (e) é simples se os únicos subgrupos 
normais de G são {e} e G. Assim os únicos grupos simples abelianos 
são os cíclicos de ordem prima. 

O grupo Q; dos quaternios de ordem 8 é um exemplo de um grupo 
não abeliano onde qualquer de seus subgrupos é normal em Qg. 


PROPOSICAO 5: Seja G um grupo. Então, 

(a) N <3 G< Ng =gN YgeG onde gN = {дп:пе N} é ита 
classe lateral (à esquerda) de N em G. 

(Ы) N, №, а б= Мүс М, я б. 

(б) H<GeN<G=HN=(h-n:heH, ne №) é um subgrupo 
de G. 

(d М, 3G, М, я б= N,-N, 3G. 

()HxG Мяс = Но МаН. 


Demonstração. 

(a) Basta observar que № = 7! № = № < № = 9№, VgeG. 

(b) Sexe №, г №,едє Сепідо, хє N, ex e №,. Assim, х є № = 
= № e хє № = №, Ou seja хє №, ^ N,. Assim (N,N N5f = 
= Мүс N, VgeG. 

(с) Seja H < Ge N < G. Vamos provar que L= HN = (hn: 
he Н, ne Nj é um subgrupo de С. 
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De fato, 

(i) e =e-eeHN 

(ii) h,m,, hım, E€ L => (hm) (homo) = hi(h2h3)n,h)n, > (h,n,) 
(hjn;) = (hh) (5 *n,h,)n, = (h,h,) (п) + n,), e se denotarmos 
h = һуһ,,п = n}? » n, teremos he Hn? € № = Nen = nn, EN 
e assim, 

(Аул) (hana) = hne L = HN. 

(iii) x = hne L= x^! = n7!h7! = 1 (h« n7! - 71), 
Mash eH eh:n «h^! = (п'ем =N e portanto 

x"le L= HN e isto demonstra o item (c). 
(d) Basta observar que Vg e С tem-se: 


(М.М, = g "(NN )g = (g^ Ng) (97 Ng) = №№ 


ecomo № = N,, № = N, Vge Gsegue que (N,N,) = N,N, VgeG. 

(e) Seja хєНс N e heH, então xe М e x*e N" = №. Como 
x, he H segue imediatamente que x* e HA N Vhe Н e isto demonstra 
о item (e). m 

Agora vamos definir a noção de grupo quociente! Seja G um grupo 
e Num subgrupo normal em G. Sabemos que, x, y € G,x = y(mod №) = 
< xy"? e М define uma relação de equivalência em G e G/N — 
= (g:g€G] éo conjunto quociente de G por esta relagáo de equivaléncia 
onde g = Ng = (ng :n€ N} é a classe de equivalência módulo N 
tendo g como representante. 

Sendo N 3 G vamos agora introduzir de modo natural uma 
operação no conjunto das classes G/N de modo que G/N seja um grupo 
com esta operacáo. Este grupo receberá o nome de grupo quociente 
de G por N. 


PROPOSIÇÃO 6. Seja G um grupo e N < С. Então, Vx, yeG, 
X*y = x-y define uma operação no conjunto das 
classes G/N e mais ainda G/N é um grupo com essa operação. 


Demonstração. Para demonstrarmos que X + y = xy define uma ope- 
ração em G/N temos que provar que a definição acima 
não depende da escolha dos representantes das classes. De fato, se 
X —à e y = b provaremos que x- y = á- b, isto é, xy=ab. 
Para isso é suficiente provarmos que Nxy = Nab ou ainda 
(ху) • (ab)7* € N. Mas xy - (ab)! = xyb^!a^ ex = a, y = b nos diz 
que xa ! eN, yb! e N. 
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Sexa!=n,eN, yb”! =n,€N então, (xy)(ab) ! = x(n;)a”! = 
= (n,a)(n,)a7* = n,(an;a ^!) e como n,EN e апа®є М“ = № 
segue imediatamente que, 


(xy) (ab)! € N 


e nossa definição não depende da escolha dos representantes. 
Agora, se e é a identidade de G então 
Ne = N é o elemento identidade de G/N pois e .x = 


= o element 5 == 
х= х.е —xee, VxeG/N. 


ü) xQ) 2x2 = x:(y:2 =(х+у)+2 = 


-(x-y-z Ух» € G/N. 


(iii) se хєС/М então x"l.x=x+x"1=2 


Assim б = G/N é um grupo com a operacáo definida pela regra 
x:y-x:y Vx, yeG. E 


PROPOSIÇÃO 7. Seja С um grupo e N < С. Então, 
(a) Se С abeliano, етйо С = G/N é abeliano. 
(b) Se G é cíclico, então б = G/N é cíclico. 


Demonstração. _ 
(a) Seja x, yeG = G/N. Então, 
х,ў=х-у=у+х=у+Х 
(b) Se G = (х) = {x" :me Z} então V y = Nye б = G/N temos 
que: ye G = (x) e assim у = x” para algum тє 2 е daí segue que: 


y=x"=x"e(x%) = (xlrezj 


e assim G — (X) como queríamos demonstrar. E 
Se С é um grupo aditivo e N < С entáo denotaremos também 
aditivamente o grupo quociente G/N. Assim, 


х+у=х+у, 
onde 


d x=N+x=(n+x:neN) 


y-N«y- (nt yineN). 
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PROPOSIÇÃO 8. Seja G um grupo, N < G e G =G/N o grupo 
quociente de С por М. Então, 


n:G> 6 
x mo m(x) =X 
é uma função sobrejetiva (projeção canônica) tal que: 
a) n(xy) = л(х)+л(у) Vx, yeG 


b) N = {xe G : n(x) = 2) onde e é a identidade de G e E é a identidade 
de 6. 


Demonstração. 
a) m(xy) = ху = ху = л(х)-л(у) Vx yeG. 
b) a(x) =ë X —e«xeNeisto demonstra o item b). ш 

Agora vamos definir a nocáo de homomorfismo de grupos. Sejam 
Ge G' grupos e V: G > С uma função de G em С'. _ 

Dizemos que y é um homomorfismo se цу (ху) = у(х) ly) V x, ye Go 

Observe que a projeção canónica л: G > G = G/N definida na 
Proposição 8 é um homomorfismo de G sobre б. 

Se o homomorfismo y : G > G' for bijetivo dizemos que y é um 
isomorfismo e nesse caso dizemos que С € isomorfo à G' e denotamos 
por G > С. 

Um isomorfismo Y: G > G diz-se um automorfismo de G. 

As funções y,:G — G conjugação pelo elementos ge G são 
exemplos de automorfismos de G, chamados automorfismos internos 
de G. Denotaremos por Aut G o conjunto dos automorfismos de G 
e Inn G o conjunto dos automorfismos internos de G. 


PROPOSIÇÃO 9. Se G é um grupo e f,, f; € Aut С então: 


a) fı of, є Aut G 
b) f 1! e Аш G, onde f 1! é a função inversa de f,. 


Demonstração. 

а) (i f) 69) = AV) = AUS) = UAI) = 
= (fie fj) G)-( 9/2) 0) Vx, ye б, e como a composição f, o f 
de funções bijetivas é também bijetiva temos f, o f; € Aut С. 

b) Se f, e Aut G então Ух’, у € G existem x, y € G tais que х = f(x) 


e y =/ (0). 
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Assim, se h = fī ' temos, 


hy) = hf G9) AE) = hGU (ху) = (Л efi) (хә) = ху = h(x) (у), 


е isto demonstra que /;! = he Aut G. m 


COROLÁRIO 1. Se G é um grupo então Аш G é também um grupo com 
a operação de composição de funções. 


Demonstração. Usando a proposição anterior é bastante observar 
que e = 15: G > G é um automorfismo de G e que 
a composição de funções é associativa. ш 


PROPOSIÇÃO 10. Se G é um grupo então Inn G é um subgrupo nor- 
mal de Aut G. 


Demonstração. Primeiramente, se g}, 9, € G, então 


Vs, о Wa, = Vus, POIS Wag, (x) = 
= (9291) ' X(9291) = 91 "(92 ' X92)g, Vx € G. 
Assim Inn (С) é um subconjunto fechado em relação a composição 
de funções. Como y, = I, e Inn(G) e (V)! = Y,-: € Inn(G) Yge G 
segue imediatamente que Inn G é um subgrupo de G. 
Agora se ge G, тє Aut С, entáo 


(o7! o Yy o o) (x) = 0710971. о(х)-0) = (67 (9) хот (g) = 
i Yori (x) VxeG, 


ou seja, 0 «c € Inn (G) Vc € Аш С, VgeG, e isto demonstra 
a Proposição 10. m 


TEOREMA 3 (1. Teorema de homomorfismo). Sejam С e G' grupos 
com identidades еее 
respectivamente e Y: G > G' um homomorfismo. Então 


" Im y = y(G) = (V(g) :g € G} é um subgrupo de С. 
b) N(Y) = (ge G:y(g) = e) é um subgrupo normal de G (chamado 
de nücleo do homomorfismo) e mais, 


Y é injetiva > N(V) = (ej 
c) G/N(y) = Im y. 
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Demonstração. 
a) Primeiramente, (i) е = y(e)e Im y pois e-e = e = y(e)-y(e) > 
> Y (e) = e e Im y, logo Im y + Ø 
(i) V(g,), 000) e т = (91) V(g;) *= W9,97') e ImyVgeG. 
e isto demonstra o item a), pela proposigáo 1 da pág. 120. 
b) (i) ee N(V) pois (e) = e 


(1) 91, g;€ N(Y) = (дд, = V(g)*V(g) = езе =е = 
= 9192 € N(Y). 
(ii) ge NU) = V(g ) = yg! = е! = e = gen). 


Agora se ne М() e ge С temos, 


W(g eng) = Vg) ! -Vin-V(g) = д) -e lg) = e, 

ou seja, g"-n-ge N(Y). Vne Му), VgeG. 

Assim №(Џ) é um subgrupo normal de С. 

Agora, se x, ye G y(x) = (y) e (х) VG) ! = e < (ху 1) = 
= е => xy”! e N(V), e daí segue imediatamente o item b) do Teorema 3. 
с) Seja G = G/N(V) e N = Му) < G. Vamos definir 

y: G > (у). 
g ~> V(g) 
Primeiramente | está bem definida pois, 


g —h-gh € N(Y) = (h^!) = e = vg) = Yih) 


Agora, Im y = Im Y e portanto a função é sobrejetiva. 
Se x, ye G = G/N temos, 


VED) = UY) = (ху) = Yx) yy) = UA VG) 


ou seja, y é um homomorfismo sobjetivo. 
Mais ainda, 


JX) = e (х) = oxeNox=2%. 


Daí segue que N(Y) = (2) e V é injetiva. Assim i é um isomorfismo 
de G sobre Im (Y) e portanto С = Im y, e isto demonstra o Teorema 3. m 


COROLÁRIO 1: Seja G um grupo finito e Y: С > G' um homomor- 
fismo de grupos. Então, 
(а) hy(G)| é um divisor de |G| 
(b) se G é um p-grupo então Ш(С) = Im у é também um p-grupo. 
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Demonstração. Basta observar que G/N = WG)=|G/N| = |vG)| 
onde N = N(y) é o núcleo de y. m 


COROLÁRIO 2. Seja G um grupo e Z(G) o centro do grupo G. Então, 
Inn С = G/Z(6). 


Demonstração. Basta observar que a função, Y: G > Inn G é um 
а м}, ES 
homomorfismo tal que: Im(/) = Inn © e Му) = Z(G). 
De fato, y é um homomorfismo pois Y(gh) = Vu-: e de = 
= (9) + х • (А719 )=gh-x-h72) + go! = y X) = Ya- (в (0), 
VxeG. 

Assim, Y (gh) = V(g)*V(h) Vg, heG. Agora, Im (y) = Inn (G) 
ему) = (ge G:V,-i— Ig] г. NU) = (466:9:х:9 '=xVxeG)= 
= (ge G:gx = xg VxeG) г. N (Y) = Z(G). E isto demonstra o Co- 
rolário 2. m 


TEOREMA 4 (Teorema da Representação). Seja G um grupo e H um 
subgrupo de G de índice 
[G : H] = n. Então, 3 М € H,|N < G tal que G/N é um grupo isomorfo 
a um subgrupo do grupo S,. 
Mais ainda, N é o “maior” subgrupo normal em G que está contido 
em H. 


COROLÁRIO 1 (Teorema de Cayley). Se G é um grupo de ordem 
|G| = n етйо G é isomorfo 
a um subgrupo do grupo Sp. 


Demonstração do Corolário 1 — Basta fazer Н = (ej no enunciado 
do Teorema 4. m 


Demonstração do Teorema 4 — Seja S = G/H = (Hx, Hx;, ..., Нх„}. 
e P(S) o grupo de permutações do 
conjunto S. Seja a seguinte função, 


V:G 2(S) onde yY(g): 5 ^S 


g v*V(g) Hx; v> Hxg^! 
Primeiramente, se ge С, 


V(g) (Hx) = Yg) Ux) = Hxg^' = Hxg * + Hx, = Hx; V/(g) 
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é injetiva e |$] = n = (д) e P(S). 
Assim, V(g)e P(S) VgeG. 
Agora, V(gh) (Hx) = Hxi(gh)* = Hxh !g-^! = (4 (g) ° Y(h) 
(Hx) Vg, he GeV Hx;e S. Portanto y é um homomorfismo Vy:G P(S). 
Vamos calcular o núcleo de у: 


N(Y) = [ge G :Y(g) = Is} = (geG:Hxg"* = Hx; Vi = 125и) 


Assim, ge N(J) > Hxg^' = Hx, Vi = 1, «one Hx, = Hxg Vi = 
=1,..,n+>H = H(xgx; ') Vi = 1, .. næ xgx EH Yi = 1,... n< 
—gexj!Hx, = H“ Vi= A E 
Ora сото G = Hx; о... w Hx, (união disjunta) e como H**i = 
= Н“ VheH segue imediatamente que: 
geN(y)«»ge H* VxeG«ege N H, 


xeG 


Portanto, N(Y) = (| Н". 


xeG 


Se N = () H*entáo N < G pois N = N(Y) e também Н = H*2 №. 
xeG 


Agora, se L 3G e L € H segue que: É = L € Н" V x€ Ge daí teremos 
LSN = () Н". Portanto, N = f) H*éo“maior” subgrupo normal 
xeG 


xeG 


de G contido em H. 
Ora como o grupo 2(5) = S, O teorema segue imediatamente. ш 


COROLÁRIO 2: Seja G um grupo finito e H < G tal que [G : H] =n. 


Seja N = f H* o maior subgrupo normal em G 
xeG 


contido em H. 
Se | G| não divide n! então № {е}. 


Demonstração. Basta observar que pelo Teorema de Lagrange e pelo 
teorema anterior temos que | G/N | é um divisor de n!. m 


COROLÁRIO 3; Seja G um grupo finito e p o menor divisor de |С |. 
Se existe H < G tal que [G : H] = р então H < С. 


Demonstração. Se N = (^ H* então pelo Teorema de Lagrange e 


xeG 
pelo teorema anterior temos que | G/N | é um divisor 
de p!. 
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Ora como p é o menor primo divisor de | G | então pelo Teorema 
de Lagrange p é o menor primo divisor de | G/N |. Assim a única pos- 
sibilidade de termos | G/N | dividindo р! é |G/N| — p. 

MasNcHcGe[G:H]=[G:N]=pnosdizque|N|=|H|, 
ou seja, N = Н < G, como queriamos demonstrar. ш 


COROLÁRIO 4. Seja С um grupo e H<G tal que [G:H] = 2, 
então H < G. Em particular, A, IS, E 


COROLÁRIO 5. Todo subgrupo Н de índice p primo em um p-grupo С 
é normal em G. 


Demonstração. Segue imediatamente do Corolário 3. ш 


COROLÁRIO 6. Se G é um grupo simples e H é um subgrupo de G 

tal que [G: H] = n > 1. Então С é isomorfo a um 
subgrupo do grupo S,. Em particular um grupo simples infinito náo con- 
tém subgrupo próprio de índice finito. 


Demonstração. Se N = (Y Н: < Ge H* С, G simples então N = {e} 


xeG y 
e nesse caso G/N = С e o corolário segue imediata- 
mente do Teorema 4. ш 


TEOREMA 5 (Teorema da Correspondência). Sejam G e G' grupos 
ev:G>G' um ho- 

momorfismo sobrejetivo tal que М = №). Então: 

(a) VH < G tem-se Н = V(H) = (V(h) : he Hj x С. Mais ainda 
HaG-—HaG. 

(b) V H' < G' 3 único H 2 (H)—-1geG:V(geH') 3N,HxG 
tal que V(H) = Н. 

Mais ainda Н 3G =H < G. 


COROLÁRIO 1: Seja G um grupo e М < G. Então, todo subgrupo do 

grupo quociente С = G/N é do tipo Н = H/N onde 
Н é o único subgrupo de G contendo N tal que (Н) = H onde 
1:G—G —GIN é a projeção canónica (H recebe o nome de pré-imagem 
de H em G). Mais ainda, 


Н ая б< Н aG. 
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Demonstração do Corolário 1. Basta considerar na parte (b) do 
Teorema 5 


Y=n:G>G6=G = 6/№. m 


Demonstragáo do Teorema 5. 

(a) Seja H < G. 

Considerando Y = y |, :H э G' a restrição de y ao subgrupo 
Н de G temos claramente que ij : H > G' é ainda um homomorfismo 
e pelo 1.º teorema de homomorfismo segue que V(H) = Іту a C. 

Seja H < G e H' = (Н). Vamos provar que H' < G'. De fato, 
se g'€G' = Im Y temos que g = V(g) para algum geG. Assim, 
Vh'e H' = V(H) 3heH tal que ylh) =k e Vg eG 3g'eG tal que 
9 = V(g). Daí segue que: 


d bg = 30) -V(h)-Vi(g) = lg" -h - g) 
ога H 3i С implica que д *+h-geH*=H e daí temos, 
gg = (g^ h-g)ev(H) = H,VgeG,VheH 
ou seja H3 G = Н < G = (С). 


(b) Seja H' < G' e H=Y"UH')= {ge G :Y(g)e H^). 
Ora como e'e H' segue imediatamente que 


N = NU) = {gE G : Ylg) = e} € H =Y UH). 


Claramente temos V(H) = Y(Ņ ~ (Н) € H'. Vamos provar agora 
que V(H) = H'. De fato, se k'e H' então 3xeG :Y(x) =h' pois y é 
sobrejetiva. Então xey (Н) = Н e mais ЖИ = y(x)ev(H) e isto 
prova que y(H) = Н. 

Se H'a3G, H=y (H)xG —-vV^(G) pois, VgeG,VheH 
temos 


Yg- h- g) = V(g) Ш) уо) НҸӘ = Н 


e portanto g^! -h-ge H =y HH). 

Agora se H'<G e LxG, LƏN tal que yY(L) = H’ então 
L=H=yH), pois WL)=H' nos diz de imediato que 
LcH=y HH). Por outro lado, se he H = V-'(H) temos que 
V(h)e H' = V(L), isto é 3/EL tal que (А) = Ш({) e daí temos: 
ШЕ 1) — & ou seja hé^ eN © L ou ainda, hé"! eL e portanto 
he L+f =L, e isto demonstra a unicidade de Н 2 N tal que V(H) = H'.m 
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Antes de encerrarmos esse parágrafo vamos demonstrar o Teorema 
de Cauchy e enunciar, sem demonstração, o Teorema de Sylow. Esses 
Teoremas foram os primeiros resultados da Teoria dos grupos relativo 
ao problema da Existéncia de subgrupos em grupos Finitos. 


TEOREMA 6 (Cauchy-1842). Seja p um divisor primo da ordem de um 
grupo finito G. Então 3a€ G tal que 
a ordem de a é igual a p. 


Demonstração. Vamos demonstrar por indução sobre |G|. Se |G| =1 

o teorema é verdadeiro pois não existe primo dividindo 
16| = 1. Vamos entáo assumir o teorema verdadeiro рага todos os 
grupos L tais que 1 <|L|<|G]. 


Caso 1 — С grupo cíclico. 

Seja G = (x) e seja p um divisor primo de |G |. 

Nesse caso sabemos que (/(x) = pm onde r > 1 еа = х” 
é tal que a? = e,a e como queríamos demonstrar. 


t-im 


Caso 2 — G abeliano não ciclico. 

Seja p um divisor primo de |G| e seja xeG x £ e. Se p divide 
| <x) | então pelo caso anterior За є (х) tal que Ola) = p e o teorema 
está provado. 

Suponhamos então que p não divide | N| onde N = (x). Pelo 
Teorema de Lagrange temos que p divide a ordem do grupo quociente 
L = СІМ (observe que N < G pois G é abeliano). Como |L| < |G| 
temos pela hipótese de indução que 3geL tal que g*e e g^ = ё 
ou seja g^ = 2 ou ainda gé N, g” e N. Agora se | N | = n temos então 
que (97)" = д7" = e, portanto p divide | (g) | e novamente pelo caso 1 
Jae(g) tal que Ola) =p e o teorema está provado. 


Caso 3 — С náo abeliano. 

Assim Z = Z(G) # С. Se p divide | Z | temos o teorema provado 
pelo Caso 2. Assim podemos assumir que p não divide | Z |. 

Pela equação de classes temos, 


iG|2|zi- Y [G:C] 
xiéZ(G) 


Como p divide |G | e p nào divide | Z | segue que 3 x; é Z(G) tal que p 
não divide [G : Ссх))]. 
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Portanto p divide | H | onde Н = Сох) + G. Como | H| < |G| 
pela hipótese de indução temos que 3 a € H tal que O(a) = pe o teorema 
está demonstrado. 


COROLÁRIO 1. Se G é um grupo de ordem 6 então ou G é cíclico 
ou Ge S5. 


Demonstração. Seja С um grupo e |С | = 6, então pelo teorema de 

Cauchy 3x,yeG tais que, ((x) = 2, ((y) = 3. Se 
N = (y) = (e y, y?) segue que [G: N] = 2 e portanto N < G. Em 
particular x^! *y*xe€ М = (e, y, y?) e daí segue que ou x^! «yx = у 
(e nesse caso ху = ух) ou х. у.х = уг! (e nesse caso 
G = (c, x, y, у?, xy, xy?) onde yx = xy” !). 

No primeiro caso se a = x» y é fácil ver que O(a) = 6e G = (a) é 
cíclico. No segundo caso a correspondência: res x e 0. y, define 
um isomorfismo entre, D}, ~ S} e G pois 0r=r07! e yx = xy !. 

Observe que já classificamos todos os grupos de ordem até 6. 
Os grupos de ordem 1,2, 3 e 5 são grupos cíclicos. Os grupos de ordem 4 
são ou abelianos cíclicos (isomorfos à Z,, +) ou são abelianos iso- 
morfos à Z, x Z,, +. Os grupos de ordem 6 são de dois tipos, ou 
abelianos cíclicos (isomorfos a Z¿, +) ou não abelianos isomorfos à S4. 

O problema de classificar todos os grupos finitos é o problema 
central da Teoria dos grupos finitos e é extremamente difícil. Apenas 
para dar uma idéia, podemos informar que existem 14 tipos distintos 
de grupos de ordem 16 sendo 5 abelianos (apenas 1 cíclico) e 9 náo 
abelianos. Os grupos de ordem 8 e 12 sáo mais tratáveis do que áqueles 
de ordem 16 e poderiam mesmo serem aqui apresentados, mas nos 
restringiremos à mais uma informação através da seguinte proposição. 


PROPOSIÇÃO 11; Seja С um grupo de ordem 8 então G é isomorfo 
à um dos seguintes grupos: 
(1) G = Zg, + 
(A) G Abeliano: (2) G=2Z,x2Z,+ 
(3)G=Z,xZ,xZl,+ 
(4) G = D, (Dihedral) 
(5) G = О, (Quaternios) 
Para concluir o parágrafo 4 vamos enunciar, sem demonstracáo, 


o Teorema de Sylow, cuja demonstragáo é em geral apresentada em 
um primeiro curso de Álgebra do Mestrado. 


(В) С Мао Abeliano: | 
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TEOREMA 7 (Sylow-1872). Seja G um grupo finito, |G| = p.m 
onde M.D.C.[p, m) = 1, e a > 1. Então, 
a) Vr 1xrxax3H xG tal que | H| = p. 
b) Quaisquer dois subgrupos H, e H, de С de ordem igual a p* 
são conjugados ет С (i.e, 3g€ G tal que Hi = H;). 
c) O nümero n, de subgrupos de G de ordem р" é do tipo n, = kp + 1 
onde КЄМ, e n,| | GI. 


(os subgrupos de G de ordem p" são chamados de p-Sylow subgrupos 
de G) 


EXERCÍCIOS 


1. Calcule todos os subgrupos normais dos seguintes grupos: 
Sa, Da, Qs, A4 € $4. 

2. Mostre com um contra-exemplo que: 

Gr.“ 

N, N, 


N,3G, N,3G, N, =N,8€e não implica que G, = G;. 


3. Calcule Aut G para os seguintes grupos G: 


b) G = Z4, + 

с), G= Zas + 
d),G..Z, X Los + 
e) G = Ze + 

0 О = 5; 

g) G = D4 

h) G = Qs 

i) G = A, 

j) G = 5, 


4. Prove que quocientes e subgrupos de grupos abelianos são ainda 
grupos abelianos. 


5. Prove que quocientes e subgrupos de p-grupos são ainda p-grupos. 

6. Seja S, = (ex, y, y xy, xy?) = G onde б(х) =2 e б(у) = 3. Se 
N = (e y, y?) então N é abeliano, G/N é abeliano mas G não é 
abeliano. 


7. Seja G um grupo e N < G. Prove que, se G/N e N sáo p-grupos 
(para algum primo p) então G é também um p-grupo. 
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- Prove que se С # {е} é um grupo simples abeliano então G é um 


grupo cíclico de ordem prima. 


. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. 


Se МН) = {дє G: H? = H} então prove que: 

a) МН) é um subgrupo de G contendo H e Z(G). 

b) H < МН) e se L é um subgrupo de G, L 2 Н tal que H < L 
então L € МН). 

с) O índice [G: N¿(H)] é igual ao número de subgrupos Hº 
conjugados ao grupo H. (considere aqui G um grupo finito). 

d) H < б< МН) = С. 
(N¿(H) € chamado de normalizador de H em G) 


. Sejam N,, N, subgrupos normais de um grupo G tais que: 


С = №№, e Nun N, = (e). 
Prove que: se g € G existe únicos n, € N,, n; € N, tais que: g —n,n;. 


. Um subgrupo К de um grupo G diz-se característico em С se 


Vae Aut G tem-se K* = (a(k) : ke K} = K. Prove que: 

a) se K € N < С, K característico em Ne N < G então K < С. 

b) se K < L < G e K característico em L e L característico em G 
entáo K © também característico em G. 

c) de um contra-exemplo mostrando que: 


N, SN, e N¿3IGHN, SG 


d) se K é característico em G então K < G. 


. Seja G um grupo abeliano finito e seja n um inteiro > 1 tal que 


M.D.C.(n,|G|) = 1. Prove que: 
v:G=>G 


x vox" 


é um automorfismo de G. 


. Sejam M,N x С. Prove que: 


MN/N = M/MO N 


Sugestáo: Considere o homomorfismo definido por: 
V : M ^ MN/N e mostre que y é sobrejetivo e mais 
m v» Nm 
NW) = Mn М. 
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15. 
16. 
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Seja G um grupo e seja C o seguinte subconjunto de G: 
С = {[х,у] 2x -y !-x-y:xyeG]. 


(Lx, y] chama-se um comutador de G e C é o conjunto de todos 
os comutadores de G). 

Vamos definir G' como o subgrupo gerado por C, isto é, 
G' = (C) é o menor subgrupo de С contendo C. Prove que: 
a) С abeliano > G' = {e}. 
b) G' é um subgrupo característico em G. 
c) G/G' é um grupo abeliano. 
d) se N < G e G/N é abeliano então N 2 C. 
e) se H<GeH>=G' então Н SG. 


Se G é um grupo tal que |G| 2 3 então [Aut G| > 2. 


Seja G um grupo tal que |G | = 2: p onde p é um número primo. 
Então ЭН 3 G tal que |H | =p. 


. Seja G um grupo tal que | G| = p: q onde p e q são primos. Prove 


que: 
a) Se G é abeliano e p z q então G € cíclico. 
b) Se p < q então 3 subgrupo О < G tal que | Q| = q. 


. Seja С um grupo de ordem 15. Prove que С é cíclico. 
. Seja С um grupo nào abeliano de ordem 10. Prove que G = Ds. 
. Seja G um grupo tal que G/Z(G) é cíclico. Prove que G é abeliano. 


. Prove que se G é um grupo de ordem 28 entào G possui um sub- 


grupo normal de ordem 7. 


. Seja G um grupo tal que 3H < G onde [G: Н] = n. Prove que 


então IN 3 С tal que [G: №] < о. 


. Seja G um grupo e H < G. 


a) Prove que C¿(H) = (ge G:gh = hg Vhe Hj é um subgrupo 
de С contendo Z(G) e contido em N¿(H). 
b) Prove que C¿(H) < МН). 


c) Prove que Ng(H)/C¿(H) é isomorfo a um subgrupo do grupo 
Aut (H). 


(Sugestão: considere o homomorfismo: 


Y :N¿(H) > Aut(H) onde у,:Н ә Н 
gov, hvon?-g hg 


24. 


28; 


35. 


36. 
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Seja G = Q, + e H =Z, +. Assim H < С. Considere o grupo 
G = G/H e prove que G é um grupo abeliano infinito tal que todos 
os seus elementos (distintos da identidade) possuem ordem finita. 


. No exemplo anterior descreva o subgrupo de G contendo todos os 


elementos de ordem potencia de um dado número primo. 


. Seja G um grupo e М + С um subgrupo maximal normal ет G 


(isto é, nào existe subgrupo N < С tal que MG N Ẹ С). Então 
prove que G/M é um grupo simples. 


- Seja P um p-sylow subgrupo de um grupo finito G e seja N = N¿(P). 


Prove que o grupo N/P não possui elementos (distintos da identi- 
dade) com ordem potencia do primo p. 


Seja G um grupo finito e P um p-sylow subgrupo de G. 


Se N < G, prove que PA N é um p-sylow subgrupo de N e PN/N 
é um p-sylow subgrupo de G/N. 


- Seja G um grupo de ordem |С | = 2p onde р é um primo impar. 


Prove que: ou G é cíclico ou G = D, o grupo dihedral de ordem 2p. 


. Seja G um grupo de ordem 12 tal que G x A, (С não é isomorfo 


ao grupo 4,). Então prove que 3yeG tal que ((y) = 6. 


- Seja G um p-grupo não abeliano de ordem |G | = p?. Prove que 


Z(G) = G' é um subgrupo de ordem p. 


. Seja P um p-sylow subgrupo de um grupo finito G e seja Н um 


subgrupo normal de G. Então, se P < H temos P < С. 


. Se G é um grupo cíclico infinito então С é isomorfo ao grupo aditivo 


dos inteiros. 


‚ Seja С um grupo cíclico finito de ordem п. Prove que se d é um 


divisor de n então existe um único subgrupo H de G de ordem d. 
Em particular, 
Todo subgrupo H de um grupo cíclico G é característico em G. 


Seja T um subgrupo cíclico normal em С. Prove que: se U < T 
então U < G. 


Seja G um grupo abeliano finito de ordem |G| = př- p? ... px 

onde рі, ...,р, são os distintos primos divisores de |G| e 

01, ..., 0, € N — {0}. Prove que: 

а) G, = ix € G: x? = e para algum inteiro m > 0} é um sub- 
grupo de G. 

b) se ge С 3 únicos g;€ Gp, i = 1, ...,r tais que: g =9,*9>..- g,- 
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MES 0 X... X G. 
d) | G,,| = p?! e Gp; € o único prsylow subgrupo de G. 


=. СІМ 
37. Se NI G Hom —— c G/H. 
e eN G então H/N |H 


38. Se G = Z,, +, p primo então Aut G é um grupo cíclico de ordem 
igual a p — 1. 


85 A simplicidade dos grupos A,, n >25 


Nesse parágrafo apresentaremos a nocào de solubilidade e pro- 
varemos a simplicidade dos grupos A,, n > 5. Em particular teremos 
a nào solubilidade dos grupos S,, n > 5. 

Um grupo G diz-se solúvel se existem subgrupos {е} = Gy < С, < 
< б„ж< ... S Gr € G,¡= С tais que: 

(1) Gi = G¡Vie(1,2,...,n) 
(2) Gj/G,., € abeliano Vie (1,2,...,n). 

Assim, grupos abelianos e p-grupos sáo exemplos de grupos 
solúveis. Os grupos 53, 4, e $, são também exemplos de grupos solúveis 
embora não sejam nem abelianos nem que se H é um desses 3 grupos 
acima então Z(H) = (e). 


PROPOSIÇÃO 12. a) Todo subgrupo de um grupo solúvel é solúvel. 
b) Todo quociente de um grupo solúvel é solúvel. 
c) Seja G um grupo e N < G. Então, G/N solúvel e N solúvel > G 
solúvel. 4 


Demonstração. 


IA 


a) Seja С um grupo solúvel e {e} =G,<G,<G,<... 
< б„_, < G, = G uma “cadeia solúvel” de G, isto é, 
(1) С, 38 G; Vie(1,2,...,n) 


6 (2) GJG; , abeliano Vie (1,2,...,n). 

Seja L um subgrupo qualquer de G e defina L,=Ln G; 
Vie(0,1,...,n). Claramente temos Lo = (ej < І, <... 1, < 
<L, = 10 С = 1. 

Primeiramente vamos provar que [;_; < L; Vie(1,2,...,n). 
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De fato, se xeL;_, = Gi.,^ L e geL; = С, L então xEG;-, € 
xeL,geG; e geL. Assim, x? —g^!-x-geL e como G1 96, 
também temos x! = g^!-x-geG, ,, OU seja, VEL iG. 
Agora para provarmos que Lj/L;.., é abeliano basta observar que: 
Yi: Li > Gi/G; , 
x vx) = б, х 


ё um homomorfismo cujo núcleo ё exatamente 
NY) = ixeL;:xeG;.,] = 111. 
Assim pelo 1.º Teorema de homomorfismo teremos: 
LjL;., = Imp, € 6/6, 
€ como G;/G,.., é abeliano segue imediatamente que L;/L,., é também 


abeliano Vie (1,2,...,n) e isto demonstra o item a). 
b) Seja N2G,n:G>G=G/N a projeção canônica. Supo- 


nhamos С solúvel. Vamos provar que z(G) = С é também solúvel. 


беја (e) = GG, € G, « Gg x:G;«..x G4 GG 
tal que: 


(1) G, SG Vie (1,2,..., n) 
(2) G//G;-, abelianos Vie (1,2,..., n}. 


Se G; = n(G) = (g, = 7(g) :g;€ G;) então temos que: 


(0 =6,<6,<..<6,,<6,%..<6,,<6,=6 


Vamos provar que: 


(1) Gi х б, VieiL2,...,n) 
(2) G;/G,- 4 abeliano A ld; it). 


De fato, seja іє (1,2,...,n). 


(1) se л, = nle; :G;> G; é o homomorfismo restrição (é sobre- 
Jetivo) temos pelo teorema da correspondência que: G; , 3 G;— 
= п(6,_1) < G; e isto demonstra (1) pois 2(G; .,) = n(G; .,) = 6,1. 

(2) sejam u, ve GG; , = n(Gi)/n(G;- 1). Vamos provar que uv = 
= vu e isto nos diz que G;/G, , é abeliano. 

De fato, 


и = T(G;.,)*n(g) para algum 7(g;) e z(G;), ge бү. 
v = 1(G;..,)*n(h) para algum z(h) e 1(Gj), h;e Сү. 
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Observe que Gj/G;., ё abeliano e assim temos que: 

(G;_, *9;)*(G;_,+h) =(G;_,*h;)(G;_,-g;) 
ou seja, G;¡-1*9:h; = Gi, hi* gi- 
Daí segue imediatamente que: 

3x,-,€G;., tal que: g;-h; = х; (h;* gi). 
Agora, 

uv = n(G; ,)*n(g)* n(h) = n(G; ,)-(g;- h) = 
= n(G; .,)* (xi ,)* n(hi* gi) 
ora como z(x,.,)e n(G;.,) temos que: 
uv = n(G; ,)*n(h)*n(g)) = v.u 


e isto demonstra o item b). 


c) Seja G um grupo, N < G e seja 7:G>G/N = б a projeção 
canônica. 


Suponhamos que G = G/N e N sejam solúveis. 
Assim existem (pelo teorema da correspondência) subgrupos 


N=G,€G,S€G,<..<6G,-¡<SG,=G 
tais que: 
(1) б,_, = б,_/М < G/N Vie(12,...,n) 
(2) 6;/6;-, abeliano Vie(1,2,...,n). 

Ainda pelo teorema da correspondéncia temos que: 
(Y б, 3 G; Vie(1,2,...,n), 

e por um exercício do parágrafo anterior temos também que: 
BY Суб; E = G//6;-, abeliano Vie (1,2,...,n). 
Mais ainda como N é solúvel segue que: 

3 {е = М № <... < №, 1 <N,=N 
tais que: 
Чу №, = №, Vje([1,2,...,r] 
(27 Nj/N;., abeliano Vje(1,2,....rj 
Portanto existem subgrupos N,,..., N,, Go, ... С, tais que: 


Grupos 159 


G 


[ 
© 
© 
IA 
m 
IA 
IA 
© 
1 
IA 
a 
[ 


nas condições (1), (2) e (1)” e (2)”, ou seja, G é solúvel. m 

Na classe dos grupos solúveis estáo os grupos abelianos, os p-grupos 
e entre outros grupos S3, 4, e S¿. Como o produto direto de grupos 
solüveis é ainda solúvel podemos, a partir de todos esses grupos, montar 
infinitos outros exemplos de grupos solüveis. Enunciaremos agora 
dois resultados famosos na Teoria dos grupos finitos, o primeiro 
provado por W. Burnside no início do século e o segundo, no início 
da década de 1960, por W-Feit, e J. Thompson. 

No início do século o matemático W. Burnside provou, usando 
a técnica de representar o grupo por grupos de matrizes, o seguinte 
teorema: 


TEOREMA $8 pº-q” (Burnside). Todo grupo finito cuja ordem é divisi- 
vel no máximo por dois primos é 
solúvel. 

Burnside também conjecturou algo que parecia tarefa impossível 
de ser vencida em nosso século. 

Conjectura de Burnside: 

Todo grupo de ordem impar é solúvel. 

Os matemáticos W. Feit e J. Thompson, no trabalho mais cele- 
brado da Teoria dos grupos finitos, responderam na afirmativa tal con- 
jectura num trabalho de mais de 200 páginas publicado no Pacific 
Journal of Mathematics em 1963. 


TEOREMA 9 (W. Feit & J. Thompson). Todo grupo de ordem impar 
é solúvel. 

Antes de provarmos a simplicidade dos grupos A, п > 5, pre- 
cisamos desenvolver algumas definições e proposições sobre permuta- 
ções. 

Dizemos que uma permutação c € $, é um r-ciclo de S, r>2 
se Jij, iz,- i, distintos elementos de {1,2,..., п) tais que: 


a(i) = iz} 0(i,) = iy... 0(i,- )=ioli)=i 


o(j) 2 j Vje(,,2, ..., n] — (iy is ..., i. 
Nesse caso usaremos a notação т = (i,, is, ..., i,)€ S, em vez da notação 
anterior de permutação. Observem que usando essa notação de ciclos 
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temos que especificar os grupos S, a que elas pertencem. Por exemplo, 
os ciclos (123) se considerados como elementos de S, fixam apenas 
o simbolo 4 enquanto que considerados em S, fixam os símbolos 4 e 5. 
Observem também que um r-ciclo de 5, pertence ao grupo A, <>r 
éimpar. Sejam o = (i, i; ...iJet = (jı j; ... js) dois ciclos de S,. Dizemos 
que c e т são dois ciclos disjuntos se {i}, iz, sir O pj 3) = Ø. 

Observe que se o e т são dois ciclos disjuntos de 5, então como 
permutações de 5, eles comutam entre si, isto é, сот = тоб. Para 
ver isto basta observar que os simbolos do conjunto (1,2,...,n) que 
são movidos por o são necessariamente fixados por т е vice-versa. 

Por exemplo, os elementos do grupo S, são: e, (12), (13), (23), 
(123) e (132) e os elementos do grupo A, são: e, (12X34), (13/24), (14/23), 
(123), (132), (124), (142), (134), (143), (2,3,4) e (243). Aqui o elemento 
(12X34) representa a seguinte permutação сє 5, produto dos dois 
2-ciclos (12) e (34) de S,: 


e=(> : А 5) = (1234) 


Observe também que (12) representa a permutacáo de S, fixando 
os símbolos 3 e 4 e movendo os simbolos 1 e 2, enquanto que (34) 
representa a permutação de S, fixando os símbolos 1 e 2 e movendo 
os símbolos 3 e 4. Ambos os 2-ciclos (12) e (34) são permutações impares 
porém o = (12X34) é uma permutação par como produto de duas 
permutações ímpares. 

Provaremos agora um teorema relativo a essa idéia de repre- 
sentar uma permutação como produto de ciclos. 


TEOREMA 10. Toda permutação e + сє $, pode ser escrita de modo 
único (à. menos da ordem) como produto de ciclos 
disjuntos. 


Demonstração. Antes de iniciarmos a demonstração do teorema acima 
observe que: 
O único elemento de S, é a identidade е; os únicos elementos 
de S, são e e (12); os 6 elementos de S; são e, (12), (13), (23), (123) e 
(132); e finalmente os 24 elementos de S, são: e, (12134), (13X24), (14/23), 
(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12), (13), (14), (23), 
(24), (34), (1234), (1432), (1324), (1423), (1243) e (1342). 
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Seja o €S,, с # e. Vamos a seguir definir a seguinte relação entre 
pares de elementos do conjunto (1,2, 3,...,n). Se x, ye (1,2,3,...,n), 
xy y<ImezZ tal que y = o"(x). 

Afirmamos que 4 define uma relação de equivalência no conjunto 
(152.3, n: 

De fato, se x, y, 2є (1,2,3,...,n) 

(i) x y x pois x = ох) 
(i) ху y y 3 x pois y = ot) o x = o7") 
(ш) x y, y yz-x y Z pois у = ох), z = очу) =z o" *"(x), 


Assim у determina uma partição no conjunto (1,2, ..., n} através 
do conjunto quociente. 


Sejam i, =(x€(1,2,...,m):x y ij], .. 


ji=(xe(l,2,..,n):x тһ} 6 {хе{1, 2,...,п):х о #1) 
as distintas classes de equivaléncia relativamente а > (com represen- 
tantes i,,...,j1,---,f,) contendo mais de um elemento. 

Assim |i|»1..[5|» L..,|£,| > 1 (existem tais classes 
pois o + е). 

Se Z é o subconjunto de (1,2,...,n) tal que o(z)=z VzeZ 
entáo temos que: 


t 


E 


(12,1) = Ж\з... oj, ө... v Ё, (unido disjunta) 


Se Н = (0) = (0”:meZ) < S, então a relação de equivalência 
7 poderia também ser definida por, 


хт y=>23heH tal que y = h(x). 
Como S, é um grupo finito temos que | H | = k « co e mais ainda 
Н = о) = (60,02, ...,0* 1. 


Portanto nossa relagáo de equivaléncia poderia ainda ser definida 
por: 


x37y=>3m0<m<k-— 1 tal que y =0"(x). 


Assim, ой) = i,,...,0*0,) =j,,..., 0444) = £,. Vamos definir 
os seguintes números: 

Seja r o menor inteiro, 1 < r < k, tal que o'(i,) = CN 
Seja s o menor inteiro, 1 < s < k tal que 0(¡,) = j,, etc, etc, ... . Seja t 
o menor inteiro 1 € t < k tal que c'(£,) = £,. 

Ora, como, = (i, о(ї,), о2(ї;), ...), etc, ...,]4 = oi), 0201), ... 
etc, etc, ..., 4, =(€,,0(f ,), 0?(£ ,), ...) segue imediatamente que: 
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im = fi, olu), 02i,), --- 0" ! (4), etc, etc ..., 
= (001.07 (1) ..., 077 1G). etc, etc ..., 
= dt), 0(1) ....0 41) 
sáo as ris contendo mais de um elemento. 
Definindo 0"(і,) = imp О, = jp.» 041) ={„„, onde 
О<т<г- 1, 0<р<5-1е0<4<1— 1 nós temos que: 


„= e io» is, -..1,}), ete, eto, ...„/у = Uvade sis 
eto, «sto,» = {# plata ..,f, são as classes contendo mais de 
um ime ad e mais ainda: 


oli) =1,, o(i)=is..., di ,) =, oli) =, eto, etc... ol) =jz 
olj,) = Ja... 0(ј;-1) =ј, o(j;) = ji; ete, eto, ..., e(t) =f, olf) = fz өө 
о.) — €, оё) = 6. 
Afirmamos agora que: 
(®) е = (i; 1,15... 1)... (Јо ја 3) (14243... €) 

De fato, G=Z w e A PS MO AO] 
v lit, su, € 

Se xe 7 ambos os membros da igualdade (*) fixam o elemento 
хе {1,2,...,п). 

Ѕе р. então x está em alguma classe, digamos im assim 
x€ lirio js). Se 0, = (ijs... js) € O ciclo definido pela classe jy, 
então claramente temos que: ol; л =; € portanto a igualdade (*) se 
verifica quando aplicada ao elemento xe (1,2,...,n). Assim fica 
provada a primeira parte do teorema com a validade da igualdade (+). 

Deixamos como exercício a prova da unicidade da decomposição 
(a menos da ordem dos ciclos). m 

Se с e т são duas permitagoss em $, tais que: 

om a le) e 
er 0: 5) GO ue E) 


e dizemos que с e т possuem a mesma estrutura de ciclos. 


PROPOSIÇÃO 13. Sejam c e тє S,. Então, o e t são conjugados em 
S,<=>0 e t possuem a mesma estrutura de ciclos. 


Demonstração. 
(=): Seja feS, tal que т = o^ Ora seja 


в = (i, iz -~ i). Gi j2 (0 6... ё) 
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então é suficiente provarmos que: 

=) Mi) ... £716). (071 Gf 716) ef)... 

EDITE). £76) 

De fato, 
se о(х) = у então (f(x) -(f o AFE E= а(х) =/ 7 (y) 
(=): Sejam o = (i, i, ... 1)... Gija nd rta (eto (i is... i)... 

Jj). (€, €, ... €) são duas permutações de S, com 

mesma estrutura de ciclos entáo segue imediatamente que: т = 0% 
onde дє S, definida por: 


gi) = ix l<k<r, etc, etc, ... 

Im) = Jm l<m<s, etc, etc, ... 

at.) = €, LEG s 
e g (arbitrariamente) definido nos restantes simbolos náo envolvidos 
na definição acima. m 

Observe que (123) e (132) nào sáo conjugados em А„ таз pela 

proposição anterior são conjugadas em S4. Daremos o nome de trans- 
posição em S, a qualquer 2-ciclo (ij) do grupo S, 


PROPOSIÇÃO 14. a) O grupo Sn > 2 é gerado pelo conjunto de 
todas as transposições de S,. 
b) тє $„п > 3 é par < é um produto de um número par de trans- 
posições. 
с) O grupo A, n > 3, é gerado pelo conjunto de todos os 3-ciclos 
de S,. 


Demonstragáo. a) Pelo Teorema 11 é suficiente provarmos que um 
r-ciclo (i; iz... i), г > 3, é produto de transposições 
e isto segue imediatamente da igualdade: 
(i, i5 ... i) = (i 1), dass) eso (i5) 
b) (=): se o = 1,* 15... TapE S, temos que se 


Р = Р(х...) =. TI (x; — xj) então, P^ =(—1)*. P =P 


1<i<j<n 


e portanto c € A,. 
(=): Seja тє 4,. Pelo Teorema 11 podemos escrever: 
8 — (5i... i). ja d) BG LL) 
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Ora sabemos que: 
(ij ip... i) € ímpar => r é par + (г — 1) é impar e mais ainda: 
(i, iz- i) = (i; i») (11,1)... (0, 12), ou seja, (i; iz ... ij) é um produto de 
(r — 1) transposições. 
Como em uma permutação par o número de ciclos não perten- 
centes a 4, deve aparecer um número par de vezes o item b) segue. 
c) Pelo item b) é bastante observar que: 


(ab) (cd) = (Бас) (acb) 
(ab) (ac) = (acb) 


e isto demonstra a Proposição 14. ш 


COROLÁRIO 1: Os ciclos (12) e (12... n) geram o grupo Sp 


Demonstração. Seja t = (12) e a = (12... п), e seja G = <a, г) o grupo 
gerado por a e t. 
Assim, alta = (23), a^?ta? = (34), etc, etc, ... (m, m + 1) estão 
em G. 
Portanto, G contém as transposições: 


(1223112) = (13), (13)(34)(13) = (14), etc, ... (1m) 


Daí segue que: Ўт, гє (1,2, ..., nj, m # r (1т)(1г)(1т) = (mr) e С 
e pela proposição anterior tem-se С = 5,. E 


PROPOSIÇÃO 15. Sejam a, b € (1,2, ..., n}, a + b fixos. Então, o grupo 
A, n>3, é gerado pelo conjunto de todos os 
3-ciclos de S, do tipo (abk), onde 1 < k € n, k € a, k + b. 


Demonstracáo. Sabemos que A, é gerado por todos os 3-ciclos (efg) 
de S,. Agora, (efg) = (agf) (aef Kaeg) e assim é sufici- 

ente provarmos que os 3-ciclos do tipo (afg) podem ser escritos como 

produto de 3-ciclos do tipo (abk), 1 <k € n, К жа, k b. 

Assim, se f — b nada temos à demonstrar, e se g — b também 
temos (afg) = (afb) = (abf = (abf) (abf) e também nada temos a 
demonstrar. Suponhamos agora que: f # b e g + b. Nesse caso basta 
observar que: 


(afg) = (abg) (abg) (abf ) (abg) 
e isto demonstra a Proposição 15. ш 
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TEOREMA 11. O grupo A,, п > 5, simples. 
COROLÁRIO 1. O grupo S, п > 5, não é solúvel. 


Demonstração do corolário. Basta observar que A, < S, e A, é não 
solúvel. 


Demonstração do Teorema 12. Seja (ej + N = A, Vamos provar 
N = A, 
Caso 1: N contém um 3-ciclo (abc). 
Assim N contém (bac) = (abc). Agora se с = (ab)(ck)e A, e 
N < A, temos que: 


Vke(1,2,...,n) 


—g 
(abk) = с !(bac)e e М kx dsk*b 


Pela Proposição 14 então N = A,. 

Agora para completar a demonstração vamos produzir um 3-ciclo 
(abc)e М. 

Como N (e) podemos escolher тє №, т e, fixando o número 
máximo possível de símbolos. Vamos provar que т é uma 3-ciclo. 

Suponhamos por absurdo que т não é um 3-ciclo. Assim pelo 
menos 4 símbolos aparece na representação de т como produto de 
ciclos. Portanto temos duas possibilidades 


(1) т = (abcdf...)... (já que (abcd) É A,) 
ou 
(2) т = (ab) (cd) .. 
Agora seja с sid е)є A,. Então teremos, 


(1) t, 26-10! 0 0-1-6 = т, = (abdfc...)...e N 

(2) 1, = ст.0! = (abYdf) .. 

Em ambos os casos т + т). sin consideramos y = x^ !- t, €N. 
Como т # t, segue que y + e € S, e mais ainda verifica-se que y 2 t^! «t, 
fixa mais elementos do que т o que é uma contradicáo. 

Portanto т = (abc) ё um 3-ciclo em N e pelo caso 1 N = A, de- 
monstrando o Teorema 12. ш 


EXERCÍCIOS 


1. Seja G um grupo. Defina, G® = G, С = [G, G] = 0 grupo gerado 
por todos os elementos [x,y] = x !y !xy (chamado o grupo 
comutador de С), Є®) = [GM GV], ... G^ = [G"" 9, G^"? n > 1. 
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Prove que: 
С é solúvel <= Зп inteiro > 1 tal que С” = {e}. 


2. Prove que se С é solúvel 3 {e} Æ M 3 G, M abeliano. 
3. Prove que os seguintes grupos são solúveis: $4, A4, D, n > 3, Sy. 


4. Prove que se G é um grupo tal que Aut G é solúvel então G é também 
solúvel 


5. Sejam H e K subgrupos solúveis de um grupo G. Prove que: 
se K < С então HK é também um subgrupo solúvel de G. 


6. Prove que se n > 5 então A, é o único subgrupo normal de S, di- 
ferente de {е} e S,. 
7. Prove que 5, é isomorfo a um subgrupo do grupo A,,>. 
8. Seja 5 = (L2, ..., n,...] e seja (abc) um 3-ciclo no grupo (5) das 
permutações de S, (isto é, (abc) fixa j Vje S — {а, Б, с)). 
Defina 4, como o subgrupo de 2(5) gerado por todos os 3-ciclos 
(abc) є P(S). 
Pergunta-se: 
(a) É 4, um grupo simples? 
(b) Se G é um grupo finito simples então G é isomorfo a um sub- 
grupo de A, 
(Sugestão: Usar o Teorema de Cayley e o Exercício 7). 


CAPÍTULO УП 


TEORIA DE GALOIS ELEMENTAR 


Nesse capítulo provaremos o teorema fundamental de Galois 
para extensões L > К finitas tais que C > L > К > Q. Exibiremos 
também um polinómio de grau 5, com coeficientes inteiros, que náo 
é solúvel por meio de radicais. Todas extensões L > К aqui con- 
sideradas são subcorpos de C contendo Q. 


81 Extensões galoisianas e extensões normais 


Dizemos que uma extensão finita L > K é uma extensão galoi- 
siana se 3 f(x)e K[x] tal que L = Gal(/, К), e dizemos que uma 
extensão algébrica L > K é normal se V g(x) е K[x], irredutível sobre 
К que possui uma raiz хє L possui todas as suas raízes complexas 
em L. 

Observe que se L > М > К são extensões tais que L>K é 
galoisiana então L > M é também galoisiana, porém M > K não é 
necessariamente galoisiana como mostra o exemplo L = Gal(x? — 2, ©), 
M=0Q[Y2]e K =Q. 

Vamos mostrar nesse parágrafo que uma extensão finita L > K 
é galoisiana se e somente se L > K é normal. Mas antes vamos dar 
algumas definições e provar alguns resultados sobre extensões de 
isomorfismos. 

Sejam K,K' > Q corpos e o: K > K' um isomorfismo de 

a vd 
K sobre К”. Se f(x) = ag + a,x +... + a,x" é um polinômio em K[x] 
definimos f(x) = ag + ajx +... + a,x" € K'[x] onde a; = o(a;): 
10... 

Observe que se f(x) = /,(х) + f(x)... (x) onde f(x)e K[x] são 
irredutíveis sobre K, = 1,....k então f(x) =f 1(x)- fx)... fix) 
onde /5(x) e K'[x] são irredutiveis sobre K',j = 1,..., k. 

Em particular se todas as raízes de f(x) estão em К temos que 
cada f(x) possui grau 1 e portanto cada f(x) também possui grau 1, 
e daí segue imediatamente que todas as raízes de f” estão em К’. 
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PROPOSIÇÃO 1. Sejam К, K' > © corpos e o: К > K' um isomor- 
fismo, e h(x)e K[x] um polinômio irredutível so- 

bre K. 
Se ж é uma raiz de h(x) em € e В é uma raiz de (х) em C, então 
existe um único isomorfismo 6: K[x] > K'[P] tal que 6(x) = fl e б|к — c. 


Demonstração. Seja x uma raiz qualquer de h(x)e K[x] e f uma raiz 

de h'(x)e K'[x]. Sabemos do Capítulo 5 que K[a] e 
K'[f] são corpos e mais ainda se grau h(x) = grau h'(x) = г segue 
que: 

(1) K[x] = fag + a4 +... + a, Т :agjeK] e loo, ... on! 
é uma base do espaço vetorial K[x] sobre o corpo К. 

Q) КВ] = (ag + a, +... + ai fae К'} е LB Piu rt 
é uma base do espaço vetorial K'[f/] sobre o corpo К”. 

Agora é fácil ver que ё: K[x] K'[f] definido por clag + aja + 
+... a, ao 7!) = olap) + o(a,)f +... + ala, ,)8"7* é um isomor- 
fismo do corpo K[x] sobre o corpo K'[f/] tal que 6(x) = f e б|к=о, 
e claramente 6 é o único com essas duas condições. m 


PROPOSIÇÃO 2. Sejam К, K' 2 Q corpos, с: К > K' um isomorfis- 
mo, f (x) e K[x] e a uma raiz qualquer de f (x) em C. 
Então 3 f raiz de f(x) em С e existe um isomorfismo 


су: K[x] ^ КВ] 


tal que: 


gia) = Вес, |к = о. 


Demonstração. Seja f(x) = f(x)" «fx... /(х)"* onde /,(х),...,/(х) 
são os distintos fatores irredutíveis de f(x) em K[x]. 
Assim f(x) = fix)” ... FG)” onde f(x), ..., filx) são os distin- 

tos fatores irredutiveis de f(x) em K'[x]. 
Se ж € raiz de f(x) podemos assumir que х é raiz de f,(x) irredu- 
tível sobre K. Assim se В é qualquer raiz do polinômio f(x) irredu- 
tíveis sobre K' a Proposição 2 segue imediatamente da Proposição 1. m 


TEOREMA 1. Sejam K,K 2 Q corpos, о: К ^ K' um isomorfismo, 

/(х)є K[x] e 2,,...,a, as distintas raízes de f(x) em C. 

Se L = Gal(f,K) e L =Gal(fº,K' então 36: L ^ L' um isomor- 

fismo tal que ĉ| g = с e mais ainda ёо), ..., ólo,) são as distintas raizes 
de f(x) em C. 
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Demonstração. Se f(x)e K[x] possui uma única raiz «, então temos 

Го) =(x—a,)” em C[x], mas isto implica que a, € K 
€ portanto c(x,)e К’ é a única raiz de f(x) em С e teremos L=K, 
L=Keó=0:L>L. 

Agora se f(x) = f(x)” ... f (x)"* onde f(x) € K[x] são distintos 
polinômios irredutiveis sobre K temos que f(x) = f(x)” ... fio)” 
onde fi(x)e K'[x] são distintos polinômios irredutíveis sobre К”. 

Sabemos pela Proposição 2 do Capítulo 5 que o número r de 
raizes qa de f(x) em C é igual a soma dos graus dos polinômios 
Fx), ..., f(x) e portanto temos como conseqüéncia que o número de 
raizes аш de /°(х) em С é também igual a г. 

Sejam 8, Ё, ..., В, as r distintas raizes ет С do polinômio 
/°(х)є K'[x]. 

Seja К, = K[o,], К; = K,[x2], ..., K, = К,_1[,]. 

Assim temos que L = K[z,,...,o,] = К, 

Pela proposição anterior 3fe(f,,...,B,) e 3 isomorfismo с: 
K[a,] > КТ] tal que o;(x,)= Вес, |, =о. Chamando f, =o;(x,) = f 
temos então que 3 fj, € Bo реа isomorfismo 0, :Kla,]>K[8,] 


tal que: 
с1(01) = В, e с, |, 5m 


Seja K'[f,] = Ki. Assim 30,:K, > К, isomorfismo tal que 
o(a) = В e 0,|,=0. 

Ora, como f(x)e K[x] e Oil = segue imediatamente que 

x)e K,[x] еј) = у). 

Aplicando novamente а Proposigáo 2 deste capítulo para os cor- 
pos K,, K, 2 Q e 0,:K, > К, chegamos que 3Be(f,,f,,..., fd 
(о qual chamaremos de f,) e 30,: K,[a,] > Ki[B,] isomorfismo tal 
que: o,(4,) = f; e 0,|, = тү. (Observe que c, isomorfismo e a, + ГА 
implica que fj, = 02(0,) + o(a) = В,). 

Ora, сото с, |, = с segue imediatamente que, 

Tlk = 6 е оо) = Bi, 0%) = В 
сз: K[v,,2,;] > K'[f;, f;] é um isomorfismo. 

Supondo que Е i: Klær ...,94 ,] = КТА, ..., By-1] isomor- 
fismo tal que: c, (0) = fj, i = 1,2, -sk — leg, 4], = 0 temos que: 
Sœ) EK,- [х] e e (a) = FG): 

Aplicando a Proposição 2 para os corpos К,_, = K[%,,...,%-1] 
eK, = K[f,,....f, 1] com 0,_,:K,_, > Ку; temos que 3 f (que 
denotaremos por f,) raiz de f(x) e 3 isomorfismo бу: К, [о] > 
> K;-,[f8,] tal que AP 17—9,-, € odad) = В,. 
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Daí segue que: 30,: K[x,,...,%] > K'TB,....,B,] isomorfismo 
tal que: o(x)=B;Vie(1,2,...,k) e op = о. Сото L= К, = 
= К[а,,...,9,] o teorema segue imediatamente. ш 


COROLÁRIO 1. Seja L > K uma extensão galoisiana e sejam M, M' 
subcorpos de L contendo К. Se o: М > M' é um iso- 
morfismo tal que o(a) = a Vae К então 36 € Ашк L tal que Am =0. 


Demonstração. Se L = Gal(f, К) então a demonstração é conseqüén- 
cia direta do teorema anterior pois f(x) = f(x) e 
L = Gal(f, M) = Ľ = Сау", M’). ш 


COROLÁRIO 2: Seja L > K uma extensão finita. Então, L > K ga- 
loisiana <> L > К normal. 


Demonstração. (=): Suponhamos L > K normal. Como L > K finita 
segue do Teorema 2 do Capítulo 5 que L = K[u]. 
Agora como L > K normal segue imediatamente que L = Gal(h, K) 
onde h(x) = irr(u, К). 
(=): Suponhamos agora L > К galoisiana com L = Gal(f, К). 
Seja g(x) e K[x] um polinômio irredutível tal que 3 € L, g(x) = O. 
Vamos provar que V f/€ C, g(f) = O tem-se fie L. 
De fato, 
Seja В * ж uma raiz de g(x) em C. Sabemos pela Proposição 1 
que Зо: K[x] > K[/] isomorfismo tal que c(z) =, e о(а) = aV aeK. 
Sejam М = K[x], M' = K[f] e L = Gal(f, М”). 
Primeiramente observemos que, como KcCMcLeKcM' 
temos 


(1) — L = бау, K) = Gal(/, M). 
Q) L = Gal(f, К) c Ľ = Gal(f, M’). 

Agora, o(a) = aVac К nos diz que f^ = f e, pelo Teorema 1, 
existe um isomorfismo 

ôi L = Gal(f. M) 2 L = Galf”, М) 

tal que 6|, = о, ou seja (а) =a Vae K. 

Em particular temos, 
(814 ЕК = [ER]: 

Assim, (2) e (3) implicam que: L = L e isto termina a demons- 
tração do Corolário 2 pois Be Г. 


Teoria de Galois elementar 171 


COROLÁRIO 3: Se L > К galoisiana então (a) [L : K] = | Ашк L|. 
(b) Se xe L — КЭсє AutgL tal que ola) + a. 


Demonstração. (a) Seja L = K[u]. Se h(x) = irr(u, К) então pelo coro- 
lário anterior L = Gal(h(x), К) e L contém todas as 
raizes de h(x). 

Se grau h(x) = n temos [L: К] = n e pela Proposição 2 do Ca- 
pítulo 5 temos que h(x) possui exatamente n raizes distintas u, = 
Шо уела р 

Agora Vie {1, 2,...,п) 3 isomorfismo (pela Proposição 1 deste 
capítulo) c;: K[u] > K[u;] tal que ou) = u; e o(a) = a Vac К. Pelo 
Corolário 1 segue que 36,€ Aut, L tal que ĉ;| pu, = 0, OU seja exis- 
tem pelo menos n automorfismos 6,,6,,..., 6, € Auty L. Como, pelo 
Corolário 1 do Teorema 2 do Capítulo 5 |Аш, L| <[L:K] =n 
segue imediatamente a igualdade desejada. 


(b) Seja жє L,« К. Se g(x) = irr(a, K) segue que grau g(x) 2r 22 
e pela Proposição 2 do Capítulo 5, 38 * x tal que g(B) = 0. Pelo 
Corolário 2 deste Capitulo Be L (L é normal). 

Agora pela Proposição 1 30: K[x] > K[f$] isomorfismo tal que 
da) =a VaeK eoc(x) = В xa. 

Pelo Corolário 1 3%€AutzL,0| к — 0 е isto demonstra о 
item (b). ш 


TEOREMA 2: Se L > M > К são extensões finitas e L > К é Ga- 
loisiana, então as seguintes afirmações são equivalentes: 
(a) M > K galoisiana 
(b) AM)EM Voe Autx І. 
(c) Ашм L S Aut L. 


Demonstração. (a) = (b): Seja ue L tal que M = K[u]. Se M > K ga- 
loisiana segue pelo Corolário 2 anterior que M > К 
€ uma extensáo normal. 

Agora, se h = irr(u, К) e c € Auty L sabemos que v = o(u) é tam- 
bém raiz de h(x) e pela normalidade de M > К temos v = o(u) e M, 
ou seja, o(K[u]) € K[u] como queríamos demonstrar. 

(b) > (a): Seja ue L tal que M = K[u] e seja h = irr(u, K). 

Vamos provar que sec(M) € МУ сє Autz Ltemos М = Gal(h, K). 


172 Introdução à álgebra 


Seja v raiz de h(x), e seja М’ = K[v]. Pela Proposição 1 existe 
isomorfismo, со: М > M' tal que 


с(и) = о e o(a) = а Vae K. 

Pelo Teorema 1 existe сє Ашк L tal que 5l м = со. Como 
сМ) € M e ue M teremos р = с(и)є M e isto prova a implicação 
(b) = (a). 

(b) = (с): Sejam ce Aut; L e ye Ашу, L. Vamos provar que se 

c(M) € M então с! oy oc € Aut, L. 

De fato, se o(M) € M е т = о(т), me M temos: 

1 


Хт) = т e (c^! оуоо)(т) = 07 !Q(m)) = с (т) =m 
e isto demonstra а implicação (Б) = (с). 

(с) > (b): Suponhamos por absurdo que. 3c e Aut; L e due M 
tal que o(u) = v é M. Como L > К Galoisiana temos L > М galoi- 
siana e pelo Corolário 3, item (b), segue que: Зує Ашу L tal que 
yv) + v. 

Assim, (071 o y 00)(u) = с *(y(0)) 4 с + (v) = u ou seja o” 
Auty L contrariando a hipótese Aut, L < Autz L. m 


10уосф 


TEOREMA 3. Seja L 2 К uma extensão finita. Então as seguintes 
condições são equivalentes: 

L > К galoisiana. 

L 5 К normal 

VaeL — K doe AutgL tal que ola) x 2. 


( 
( 
( 
(4) [L:K] = | Aut L| 


1) 
2) 
3) 
4) 


Demonstração. (1) > (2): segue imediatamente do Corolário 2 do Teo- 
rema 1. 

(2) = (3): segue imediatamente dos Corolário 2 e 3 do Teorema 1. 

(3) > (4): Sabemos do Corolário 1 do Teorema 2 do Capítulo 
5 que [L:K] > | Аш, L|. Suponhamos (3) e, por absurdo, [L:K] > 
> | Autg L|. 

Seja Aut, L = (9, =1,.0,,03,...,0,) onde I, representa o 
automorfismo identidade de L. 

Se [L:K] >n então 3 11,,4>, ...,u,, Un + €L linearmente inde- 
pendentes sobre o corpo K: 

Consideremos agora o seguinte sistema linear homogéneo com 
n equações e (n + 1) incógnitas a,.45,....a,,, em L: 
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Фу(и)а, +Ф\ү(и»)а› Feat Q lu Ja; + t 0i(a,Ja, T 94(u,. 1)a, + 1=0 
Paluda, + Palus)as +... + Q3(u ja; ... Plana, + Plus Ya, +1 70 


Ф иа; +9 (ua, +... +Q (uJa;+... +0 ¡(u,)a, +0 ¡(U,+ 1)4,+,=0 


Ф (u)a, +0, (u)az+...+ Q,(u)aj+...+0,(u,)a, + O (Up + 1)07 +1 =0 
Como o número de equações de (+) € menor do que o número de in- 
cógnitas então (+) admite uma solução a, a;, ..., а, + 1 nào todos nulos. 

Consideremos agora uma solução não trivial de (*) com o maior 
número de zeros possível e denotaremos os а;ѕ não nulos dessa so- 
lugáo por а;,а;,...,а,. 

Multiplicando por a; ! se necessário podemos assumir que a, =1. 
Assim 1, a,,a3...., a, não nulos são tais que 1 a, a, ... a, 0...0é 


r 


uma solução de (+) com um número máximo de valores zeros. 
Então temos, 


VietL2,...,nj, (uj) + quas +... + oua, = 0. 


Como 9, = I, e u,,...,u,,....u, são linearmente independentes so- 
bre K então segue que За;є L tal que a;é K. Seja a, $ К. Assim por 
(3) 3e e Aut; L tal'que: 


с(а,) A a,. 
Daí segue que: 


Vie 11,2,...,n]; 


(софи) + (се 9)(u3)- clas) +... + (0 ° pu) + о(а,) = 0. 
Como Aut, L é um grupo e ce Aut, L segue imediatamente que: 


Ашк І = 191.05.....0,) = 1091.69, ...,09,] 
Portanto se оф; = p, teremos, 
Vke(f1,2,...,n), 
plui) + Puuo(a,) + ... + plu, Jo(a,) = 0 
Уїє11,2,...,п\, 


ou) + p(uz)a, + ... + фіија, = 0 


Daí segue que: 
Vje(1,2,...,n) 
pfuo(a;) — а) — aj) +... + O fu,No(a,) — а) — а) =0 
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Como o(a,) — a, 5 0 temos uma contradição pela nossa escolha dos 
ajs com número máximo de zeros e isto demonstra que (3) = (4). 

(4) = (1): Suponhamos L > K extensão finita e [L:K] = |Aut L|. 
Vamos provar que L > К é galoisiana. 

Seja L = K[u]. Sabemos que se h(x) é definido por h = irr(u, К) 
então Voe Auty L tem-se c(u)e L e о(и) raiz de h(x). Assim, |Auty L| 
é menor ou igual ao número de raizes de h(x) em L. Agora, se [L:K] = 
= | Autx L| então | Aut L| = grau de h(x) e portanto igual ao nú- 
mero de raizes de h(x) em L. Dai segue imediatamente que L contém 
todas as raízes de h(x), ou seja, L = Gal(h, K) como queríamos de- 
monstrar. E 

Antes de encerrar esse parágrafo vamos ver alguns resultados 
úteis na determinação da estrutura do grupo G = Aut, L. 


PROPOSIÇÃO 3. Se L>K é uma extensão galoisiana de grau п 
então G = Ашк L é isomorfo a um subgrupo de Sp- 


COROLÁRIO 1? Se L = Gal(x? — 2, ©) entáo Аша L= 53. 


Demonstração do Corolário 1. Pelo Corolário 3 da Proposição 4 do 

Capitulo 5 sabemos que [L:Q] = 6 
onde L = Gal(x? — 2,0) e portanto | Аш, L| = 6 e como | $,| = 6 
o corolário segue imediatamente da Proposicào 3. m 


Demonstração da Proposição 3. Seja L = K[u]. h = irr(u, K), [L:K] = 
== grau f(x) 2 n, e Q = lu, =4,4),..., 4) 
o conjunto de todas as raizes complexas de h(x) Como L > К ga- 
loisiana temos О c L. Sabemos também que VceG = Aut, Le 
V uj€ О tem-se o(uj)) € О e como О é um conjunto finito e c injetiva 
segue que o, = с|, :Q > О define uma permutacáo do conjunto Q. 
Se 2(Q) denota o grupo das permutações do conjunto О então é su- 
ficiente provarmos que С € isomorfo а um subgrupo de (О) pois 
PM) = 5,. 
Agora, é fácil verificar que (prove isto) a seguinte função y de- 
fine um homomorfismo de grupos, pois (сот) |, = с 


Vy: G o (О) 
a 09 = 6la 


a* t lo- 


Mais ainda, se c; = 0 |; = Io (identidade em О) segue que o(u) = u 
e isto nos diz que е = I;. pois Y be L, b = ag + а +... + a, au s 
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onde ae К e Vc € С = Aut, Ltem-se: o(b) = ag + ajo(u) +... + 
+ а(н) =p use + A, E 


Portanto y é injetiva e portanto pelo 1.º teorema de isomorfismo 
de grupos temos, G = Џ(С) < P(Q) como queríamos demonstrar. ш 


PROPOSIÇÃO 4. Se L= Gal(x" — 2, К) onde К > © contém uma 
raiz С primitiva, n-ésima, da unidade, então G = 
= Aut; L é um grupo abeliano. 


м А 2 2 + 
Demonstração. Seja a = /ZeRet=cos E + isen 27 então a, al, 
: n n 


aC, ... ač"! são as n distintas raízes de x" — 2 em C. 
Sabemos que L = K[o,C] = К[С, a] = K[x] pois te K. 
Assim, se o,tE Aut; L eles são determinados completamente 
pelos valores o(x) e t(x). Ora, e, ce Aut, L > o(x) = ai para algum 
i e т(о) = al” para algum j. Daí segue, considerando (e К, que: 


(ce 1)(a) = olati) = с(а){/ = abi + 
(то о)(а) = (at!) = «(x)t = аб). 


Assim со t(x) = tec(z) Y o, тє G = Аш L e isto prova a proposição 
pois como L = K[] os automorfismos y em G = Aut, L são deter- 
minados pelos valores y(x). ш 


PROPOSIÇÃO 5: Seja р um número primo e f(x) € Q[x] um polinó- 
mio irredutível sobre Q de grau p. Se f(x) possui 
exatamente duas raízes não reais então Аша L == S, onde L = Gal( f, ©). 


Demonstração. Seja L = Gal(f, ©). Como grau f(x) = p e f(x) irredu- 
tível sobre Q, f(x) possui exatamente p raízes distin- 
tas e pela Proposição 3 G = Auta L é isomorfo a um subgrupo H 
de S,. І 
Se а é uma raiz de f(x) então Q c Q[x] c L e |G| »|H| = 
= [1:9] = [L:O[2]][ Q[2]:Q]]. Portanto [Q[x]:Q] = p divide | H|. 
Como H < S, segue imediatamente pelo Teorema de Cauchy que 
JaeH tal que O(a) = p. Como ae 5, a só pode ser um p-ciclo. Sem 
perda de generalidade vamos denotar a = (1,2, ..., p). 
Se K = Q[o,, ..., , ,] onde %,,...,a,-, são as raízes reais de 
f(x) então segue imediatamente que L = K[f] onde f é uma raiz 
complexa de f(x) Claramente 30€ Aut, L tal que c(f) = В pois 
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[L:K] = | Aut; L| = 2 e 6, В são as raizes complexas, não reais, de 
f(x) e B é o complexo conjugado de 3. Portanto, o € Auto L e o(a) = 2; 
Vi=1,...,p-2, e o(B) = В. Renumerando os índices das raízes se 
necessário segue que a imagem de o em S, é uma transposição que 
podemos notar por (12)є H. 

Ora (1,2,...,p) e (127€ Н < S, implica pelo Corolário da Pro- 
posição 14 do Capítulo 6 que G = Н = S, como queríamos demons- 
trar. 8 


COROLÁRIO: Seja f(x) = x? — 6x + 3e Q[x] e L = Gal(f, ©). En- 
tão G = Аша L = 85. Em particular Аша L não é 
um grupo solúvel. 


Demonstração. Pelo critério de Eisenstein f(x) é irredutível sobre Q. 
Como grau f(x) = 5 é um número primo, é suficiente provar- 
mos que f(x) possui exatamente 3 raizes reais. 
Agora, com a ajuda do cálculo, observando também os valores: 
= 2) = – 17, f(- 1) = 8, f(6 = 3, f(1) 2 e /(2) = 23, f(x) 
como função real possui um gráfico do tipo abaixo, o que demonstrar 
o corolário: ш 


Antes de encerrarmos esse parágrafo, vamos calcular G = Aut, L, 
em alguns casos particulares. 


EXEMPLO 1. Seja L = Gal(x* — 2, Q). Seja а = 2/2; Como x* — 1 
fatora-se em x*—12(x? — 1)(x? + 1) = (x — 1) 
(x + 1) (x? + 1) temos imediatamente que L = Q[z, i] onde i? = — 1. 
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Assim, [L:Q] = | Auta L| = 8. Vamos calcular os 8 elementos de 
G = Ашо L e provaremos que G é um grupo não abeliano de or- 
dem 8 (mais precisamente G = D4). 

Sabemos que Утє С, с fica determinado completamente pelos 
vetores o(x) e ali), já que 1,0,0?,a?, i, «i, 021, adi € uma base de L so- 
bre Q. 

Agora, sabemos que: Vo e С o(x)* = 2 e o(i? = — 1. Assim, se 
сє С as possibilidades para o(x) são a, — a, ai, — ai, e para o(i) são 
i, —i, e G é então determinado pelo quadro abaixo: 


É fácil observar que о; e о; são os únicos elementos de ordem 
4, enquanto que os demais, diferentes de 1,, possuem ordem 2. Observe 
também que: 


(05005) (a) = o s(xi) = es(x)os(i) = Qi)i = — х 

(0,005) (a) = dai) = cgo)os(i) = (ui). — i = a. 
ou seja 05005 * оос; е G é nào abeliano de ordem 8. Сото Qs 
(quaternios de ordem 8) possui um único elemento de ordem 2 então 


segue que G = D,, o grupo dihedral de ordem 8. Para isso observe 
que: 


ащ е TA M жр | 
б = (0;,0,:0+ 202 = 14,05*0, = 05-0) 


EXEMPLO 2. Seja h(x) = x? + px + q€ Q[x] um polinômio irredu 
tível sobre Q, e seja D = — 4p? — 274? e Q. Denota- 
remos L = Gal(h, Q) e G = Ашо L. 
Se (a,,%,,%3) = О é o conjunto das 3 raízes (distintas) de h(x) 
sabemos que: 


а +а +a = 0 


(ж) XX + 0403 + 0903 = р 
010203 = — q 
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Seja A = (a, — aa, — as), — 43) € L. Usando as relações (*) 
acima pode-se provar que: 


D = А?, i.e, А = /D onde D = — 4р? — 274°. 


Sabemos que podemos identificar G (através de um isomorfismo) 
com um subgrupo do grupo (О) = 5; das permutações do con- 
junto Q. 


Se ^ = J/De Q temos que А" = А Voc G, ou seja, as permu- 
tações induzidas pelos elementos de G são todas pares pois А = (x, — 5) 
(0, — &3) (0, — аз). 

Como [L:Q] > 3 temos imediatamente nesse caso que, 


G= Аз. 


Se ^ = /Dé Q então Q[ /D] € L pois ^ = /DeL, e daí segue 
que 2 divide [L:Q]. Como evidentemente 3 divide [L:Q] temos 
nesse caso que G = S,. 

Em particular, se h(x) = x? — 3x — 1 € Q[x] temos que h(x) é irre- 
dutível sobre Q. 

Como A=./D=./8leQ segue que nesse caso particular 
tem-se G = Az, e portanto L é uma extensão galoisiana de grau 3 
sobre Q. 


EXERCÍCIOS 


1. Prove que: 

Se L 5 К é tal que [L:K] =2 então L > К é galoisiana. 
2. Prove que: 

Se L = Gal(x" — 1,0) então Auto L é abeliano. 


3. Prove que: 
Ѕеає K, L = Gal(x" — a, K) e К contém uma raiz primitiva n-ésima 
da unidade, então Aut, L ё abeliano. 
4. Calcule Auto L para as seguintes extensões L abaixo: 
a) L = Q[«], « = S3eR. 
b) L=0[a], х = J2eR. 
e) 1 = Q[,/2, 43] 
d) L = Q[u], u é raiz de x? — 32 + 3eQ[x] 
9 L-Q[/Z 43 43] 
0 L= Q[/2, 5] 
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5. Prove que: 
Q[$2] é normal sobre Q[,/2], Q[,/2] é normal sobre © mas 
Q[$2] não é normal sobre ©. 


6. Dé exemplo de extensão L>Q,LER tais que: 
a L ~ QRZ] ER. 
b) L ~ QRA] E R. 
c) L=0Q[Y/5] ER. 
7. Seja L = Gal(xº — 2, Q). Calcule todos os corpos intermediários 
N,L>N >Q tais que N 5 О é uma extensão normal. 


8. Mesmo exercício do item anterior para a extensão 
L = Gal(x* — 2, Q). 
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Seja M > K uma extensão finita. Dizemos que L é um corpo 
intermediário de M 5 К se L é um subcorpo de M contendo K, ou 
seja, M > L > К. 

Se G = Autg M usaremos as seguintes notações: 

(M, К) = {L : corpo intermediário de M > K} 
(С) = {H : H subgrupo de G}. 
Se HeS(G) então L= fae M :y(a) =a YyeH} é um corpo 
intermediário de M > K. De fato, obviamente 0, 1 є L e mais: 
(i) se x; ye L então y(x — y) = y(x) — Xy) =x — у, VyeH. 
(ш) se x, ye L então у(ху) = у(х): y(y) = xy VyeH 
e 
(iii) se xe L, x + 0 então у(х!) = (x) ! = х7! VyeH 
€ como G = Ашк M e Н < С segue imediatamente que L é um corpo, 
M > L > К. Esse corpo L é chamado de corpo fixo de H. 
Consideremos agora as seguintes correspondéncias: 


HM, К) e (О), 


Lwv(L) = Aut, М, 
AG) ® ям, К 
Н v>0(H) = (ae М :у(а) = a Vy € Н}, o corpo fixo de Н. 
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Observemos agora algumas propriedades elementares dessas cor- 
respondencias 
(1) VK) = Aut, M = G 
(2) V(M) = Auty M = {Iu} 
(3) 011.) = (ae M : Ida) = a} = M 
(4) AG) = (ae M : у(а) =a VyeG) 2 К, e pelo Teorema 3 temos 
ainda que: 
0(G) = K « M > К galoisiana. 


PROPOSIÇÃO 6. Mantendo as notações acima, temos: (a) se L,, 
L,e.(M, K) e L, CL, então V(L;) > W(L,) 

(b) se H,, H,€S(G) e H, € H, então 6(H,) = 0(H,) 

(c) Y Le MM, К) tem-se (09 Y)(L) > L. 

(d) V H e MG) tem-se (Y o 0(H) > Н. 


Demonstração. (a) Sejam L,,L,€.4(M, К) e L, c L,. Então, 
V(L;)i— Aut,, M > Aut,, M = V(L;) 

(b) Sejam H,, H,€-7(G) e H, < H,. Então, 

Ө(Н,) = (ae M :y(a) =a Vy€ H5) € (ae M :y(a) 2 aVye H,] = 6(H,) 

(c) Seja Le.7(M, К). Como (1) = Aut, M a inclusão L € (0o YXL) 
segue imediatamente das nossas definições. 

(d) Seja He (С) Se N = 0(H) = (ae M :y(a) = a V y € H} então 
segue imediatamente que H < AutyM = y(0(H)) e isto demonstra a 
Proposição 6. ш 

As figuras abaixo nos dão uma idéia gráfica das correspondências 
y е 0 (invertendo a ordem inclusão). Nas figuras estamos também 
considerando, 


KCL,CLcMe(ly)<H,<H,<G=AutM. 


йм} M 0 Um) 
6(H3) 

Н, = Aut, M Н 
0) 

Hy = Aut, M Hy 
С) 

G= Aut M G 
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Nós provaremos a seguir que se M > K é uma extensão galoi- 
siana então y o0 = Iso € 0oy = 1м, ку OU seja, Y é bijetiva (ten- 
do 0 como inversa) e portanto existe uma correspondência bijetiva 
entre 4(M, К) e F(G), chamada correspondência de Galois da extensão 
M > K. Nesse caso temos a seguinte representação gráfica: 


0 dig) =m Um) = von 
0H) = La Ha = Aut, М = Y (La) 
01) = Li H, = Ашу M= Y (Ly) 
0(G) = К С = Aute М = у (К) 


Agora vamos demonstrar о Teorema fundamental da Teoria de 
Galois para extensões М > К > ©. Para isso vamos manter as no- 
tações desse parágrafo. 


TEOREMA 4 (Teorema Fundamental de Galois). Se M > K é uma 
extensão galoisia- 

na, então: 

(а) Y Le MM, K) tem-se [M :L] = | Y(L) | e [L:K] = [G:W(L)] (o in- 
dice de V(L) em С) 

(b) V He Z(G)tem-se [M :0(H)] = | H | e [0(H):K] = [G:H] (o indice 
de H em G) 

(c) V 90 = Іоу e doy = Ism, к) 

(d) V Le.7(M, K), L > К galoisiana <= V(L) = Aut, M < G. 

(e) Seja Le (M, K). Se L > К galoisiana então [L:K] = | Aut L | 
e G/j(L) = Aut L. 


Demonstração. (a) Seja Le 4(M,K)M>L>K 
Ora М > К galoisiana implica que M > L é galoisiana e pelo 
Teorema 3 segue que: 


[M:L] = | Aut, M| = |(1)| 
e como [M:K] = | Aut, M | = [M:L]-[L:K] nós temos que: 
16| =[M:L]-[L:K] = |W(L)|-[L:K] 
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e daí vem que: [L:K] = [G:V(L)] como queríamos demonstrar. 
(b) Sejam H < Ge L = 6H). Como | G | = [M :K] = [M :((H)]- 

-[0(H):K] então a fórmula [9(H):K] = [G:H] segue imediatamente 

da primeira parte [M :0(Н)] = | H | е é essa que vamos demonstrar 

a seguir. Vamos praticamente repetir o argumento usado no Teorema 3. 
Sabemos pelo item (a) que: 


[M:L] = |W(L)| onde L = 0(H). 


Assim [M :0(Н)] = | W(O(H))| e pela proposição anterior tem-se: 
[M :0(Н)] > | Н |. Suponhamos por absurdo que: 


[M :6()] >| H | 


€suponhamos que Н = (9, = Im, 02,03, ..., Pr). Como (M :0(H)] = 
—[M:L] > п então existem (n + 1) vetores uj, Uz, us, ... 
que são L.I. sobre corpo L = Ө(Н). 

Agora de modo totalmente análogo ao que fizemos no Teorema 3 
chegamos a uma contradição e o item b está demonstrado. 

(c) Seja He 7(G) e Le.4(M, К). Sabemos da proposição ante- 
rior que: 


» Uno Un+1 


H < y(6(H)) e L x OL). 


Pelo item (a), temos: [G:V(0(H))] = [0(H):K] e pelo item (b), 
temos: [6(H):K] =[G:H]. Daí segue imediatamente que V(0(H)) = Н. 
Analogamente, pelo item (b): [M :000(1))] = || e pelo item (a) 
temos | V(L)| = [M :L]. Daí segue imediatamente que: 


8e (J(L)) = L. 


Portanto fica demonstrado o item (c). 

(d) Conseqüéncia imediata do Teorema 2. 

(e) Pelo item (a) sabemos que [G:V(L)] = [L:K] portanto é su- 
ficiente provarmos que: V Le MM, K) L > К galoisiana implica que: 


СА) = Ашк L. 
De fato, como L > K galoisiana sabemos do Teorema 2 que, 


Үсеб = Ашк M tem-se o, = с |, € Autz L, portanto podemos de- 
finir a seguinte fungáo: 


D:G > Aut, L 
o vo =0|, 
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Ф é evidentemente um homomorfismo de grupos, cujo núcleo N(Q) = 
=(0€G:0, =0|, =1,) = Aut, M = V(L). 

Agora pelo Teorema da extensão sabemos que Ф é também so- 
brejetiva e o resto segue do 1.º teorema de isomorfismo. ш 

Antes de encerrar esse parágrafo vamos usar o teorema funda- 
mental de Galois para calcularmos, como exemplos, o conjunto 4(M, K) 
em alguns casos particulares. 


EXEMPLO 1. Seja М = Gal(x? — 2,0). Vamos calcular HM, Q). 
As raizes de x? —2 são a, = J2€R, а, = at, 

1 а : "uis 
? onde ( 2 — — + УЗ i é uma raiz cúbica primitiva da 


X4 = 016 2 


unidade. 

Se Q = (2,,2,, 43) sabemos que G = Auta M = (О) grupo das 
permutações de О. Se denotarmos essas permutações como ciclos 
então os 6 elementos de С, como permutação de О, são: 


e = Iq, (0,05), (2,03), (0,03), (01903), (0,0302) 
e os subgrupos de С são: 
G, (e), (e, (x423)) = A,,(e,(a,07)) = 45, 
(e, (a,%,)) = Ay e B = (e, (210203), (02, 0302). 
Pelo teorema fundamental de Galois os corpos L, intermediá- 
rios de M > Q sáo: 
Q =0(G), М = 0({е)), Q[x,] = 441), Q[x,] = 0(A5), O[a,] =0(43) 


e finalmente Q[ /3 i] = 0(B). Entre esses, apenas ©, M e 0(B) são 
extensões normais de Q. 


EXEMPLO 2. M = Gal(x” — 1, Q). Sabemos que se © é uma raiz 
primitiva 7-ésima da unidade temos: 
M =Q[¢] e [M :Q] =6. Portanto se G = Auta М temos |G| = 6. Po- 
rém por um exercício anterior temos que G é abeliano, logo G = Z, 
grupo cíclico de ordem 6. 
Assim, como G é cíclico de ordem 6 existem apenas 4 subgrupos 
de С, (ej, G, A e B onde |A| =3 е |B| = 2 e teremos, 


J(M, Q) = (M,0,0(4), 0(B)). 


Como С abeliano todos os corpos Le .£(M, Q) são normais sobre Q. 
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Os elementos de G ficam determinados por: 


os subgrupos 4 e В são: 


A=(e,0,,0,) еВ = {е,0;,} 


e finalmente os elementos de .4(M, ©) são Q = 0(6), М = 0((e]), 
O(A) = Q[u] onde и = ¢ + C + е 6(В) = Q[v] onde v = C + C$. 


EXEMPLO 3. Seja М = Gal(x* — 2, Q). Sabemos que G = Аш М = 
= р, е que os elementos de С são determinados pelos 
efeitos sobre ж =/2eR e i = ү/ — 1є С, segundo o quadro abaixo: 


e 05 03 ба (50% T6 с; Og | 

g х 0 =й Nal ki ai | — ai — ai | 

i i >i i =i i c i -i | 
еге 


os subgrupos de С e os corpos intermediários são (verifique isto) 
ordem 8:G = D, 


ordem 4:4, 


lec 
(e.c 


2 
{e, 03, 0502, 0302} = Za X 7, 


( 
11,9 
(L,0 
f 
{1,0 


2 431 
5205,03} = Z4 
2 2... 
502,0303} = 2, X 2, 
21 = T 
3) = 2(6) = Z, 
lao 
2) = 2, 

1 
502) =2, 


(1,0307) = 7, 
[OEC Сз 
1,0507, = Z3 


0G)= Q 

ва, = [i] 

As) m Q[./2] 
0(A3) = Q[iv2] 
0(B,) = Q[i, /2] 
6(B;) = Q[«] 

ӨВ.) = ОГО + da] 
6(B,) = Q[ia] 
0(B.) = O[( — i] 
00е) = M 


Os corpos intermediários que são normais sobre Q são: Q, M, 
NA). MAs). 0043) e Ө(В,). 
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EXERCÍCIOS 


a 


кә 


>» 


a 


~ 


. Seja M = Q[V2, 4/3]. Prove que: 


a) M > Q é galoisiana. 

b) G = Auta M = Z, x 2, 

e use a correspondência de Galois para calcular todos os elemen- 
tos de (M, Q) e de (6). 


. Seja M = Q[V2, V3, V5]. Prove que: 


a) M > Q é galoisiana 

b) G = Auta M = 2, x 2, x Z, 

e use a correspondência de Galois para calcular todos os elemen- 
tos de 4(M,Q) e de S(G). 


Seja M = Gal(x? — 2,0) e K = Q[C] onde С é uma raiz quinta, 

primitiva, da unidade. 

a) Prove que M > К é galoisiana e calcule G = Аш, M. 

b) Use a correspondéncia de Galois para calcular os elementos 
de J(M, K) e de MG). 


. Mesmo exercício do item anterior para a extensão M = Gal(x$ — 3, 


Q), К = Q[C] onde С é uma raiz sexta, primitiva, da unidade. 


. a) Se L, e L, são subcorpos de um corpo M, definimos, (L,, LY 


como a interseção de todos os subcorpos de M contendo L; e L,. 
Prove que: (L,, L2) € o menor subcorpo de M contendo L, e L,. 
b) Se H, e H, são subgrupos de um grupo G, definimos, (H,, H,) 
como a interseção de todos os subgrupos de G contendo H, e H,. 
Prove que: (H,, H,) é o menor subgrupo de G contendo Н, 
e H,. 
Seja M > K uma extensáo galoisiana. Prove que: (usando as no- 
tações do último parágrafo) 
a) se L, LLE 4(M, К) então W(CL,,L,)) = V(Li)o V(L;) 
b) se H,,H,e S (G), G = Aut, M então, 
&(H,, H5)) = AH) 0H). 


. Seja М = Gal(x* — 3x? + 4,0). Estude 4(M,Q) e HG), G = 


= Auta M através da correspondência de Galois. 


. Mesmo exercício do item anterior para a extensão M = Сах“ — 3, 


Q[i) 2 K = Q[i]. 
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9. Seja L uma extensão galoisiana sobre К de grau [L:K]=p”-q 
onde p e q são primos. 
Prove que se p > q então existe uma extensão Ne /(L, К) tal que 
N > К é normal, e [N:K] = q. (use Teorema de Sylow e corres- 
pondência de Galois). 


10. Seja L > К uma extensão galoisiana ta! que [L: K] = p"*n onde 
p é primo e pin. Prove que 3 Ne J(L, К) tal que [N:K] =n 
(use Teorema de Sylow e correspondéncia de Galois). 

11. Seja L 2 K uma extensáo galoisiana tal que [L:K] — p" onde p 
é um número primo. Prove que d N,, №,,..., Nm = Le J(L, К) 
tais que: [N,:K]=p' e mais: Кем, с N;c...cN;cN;,c 
c...c L onde N¿>K normal Vie(1,2, ...,m]. 


83  Solubilidade por meio de radicais 


Neste parágrafo vamos definir rigorosamente a noção de polinó- 
mio solüvel por meio de radicais, e daremos um critério (através dos 
grupos de automorfismos) para que as raízes de um polinómio sejam 
expressas por meio de radicais. 

Por exemplo, suponhamos que uma raiz х de f(x)e Q[x] seja 
expressa por meio dos seguintes radicais: 

| a- 92 + 43 

AIN 
se denotarmos a, = 45, a; = J/1— аз, ау = 52, a, = 52 — аз, 
as = 4/3, teremos: 


Q = K, € Кц] = К, ckKi[a,]=K,<kKila]= 
= K; € Kj[a4] = K, © Ka[as] = Ks. 


Mais ainda, at € Ko, ajeK,, ajeK,, ajeK, e ade Ka, 
aE К; = Qla,, az; a3, 44,45]. 

Assim dada a expressão radical acima conse,,uimos uma extensão 
K,, contendo a, com certas propriedades. 

Vamos agora definir a noção de extensão radical. Dizemos que 
М >K finita é uma extensão radical sobre K se 3a,,a,,...,a, e M 
tais que: 

(a) K = Ko £ K, = Kla,] = К, = К,[а,] є .:. = К, = 

= Kala] =... ЕК, = М. 


Teoria de Galois elementar 187 


(b) Vie [1,2,...,r) 3n;eN tais que atie K;_,. 

Observe que como а = b,_,€ K;_, podemos também denotar 
K; = ki, [2 b; 1], ou seja K; é obtido de K;_, por adjunção de uma 
raiz do polinômio x" — b; ,€ K; [x]. 

Agora, se f(x)e K[x] e uma raiz « de f(x) está numa extensáo 
radical M = K[a,,a,,...,a,] como acima, então: 
а pode ser expresso como uma expressão polinomial p(a, , az, ..., a,) 
com coeficientes em K, isto é, 


а = p(a,, a5, ...,a)) e K[a,, a5, ..., a,]. 


Mantendo a notação acima: a, = V/b,, a; =Yb,,..., а, = V/b, , 
onde bje К, j —0,1,...,r — 1 e teremos também: 


a = py bo, "Љу, ..., bri) 
que é uma expressáo polinomial radical. 
Observe que, 


=3/80, а, = Уа, УБ), аз = Уа Уа, СЉ), 


etc., etc. ... onde q,,4>,... são polinômios com coeficientes ет К, 
e assim x poderia se reduzir a uma expressão radical envolvendo po- 
linômios e raízes de bye К. 

Observe também que existe extensões radicais, como М = Q[.3/2], 
que não são normais e ves -versa, se L = Gal(x? — 3x — 1, Q) então 
como as 3 raízes de x* — 3x — 1 são reais segue (prove isto) que 
[L:Q] =3 e L não é uma extensão radical de Q. 

Agora vamos definir a noção de polinômio solúvel por meio de 
radical. 

Seja f(x) e K[x] e L = Gal(f, К). Dizemos que f(x) é um po- 
linômio solúvel por meio de radicais sobre K se 3 uma extensão ra- 
dical M > К tal que M > L > К. 

Pelas observações anteriores as raízes жє L с М poderão ser 
expressas como polinómios envolvendo certos radicais. 

Antes de demonstrarmos o principal teorema desse parágrafo, 
vamos demonstrar a seguinte proposição. 


PROPOSIÇÃO 7. Seja L 2 К 2 © uma extensão radical sobre К. 
Então existe uma extensão M > L > K tal que M 
é radical e Galoisiana sobre K. 


Demonstração: Como L > К é uma extensão radical podemos es- 
crever 
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K == Ж ое Бие ныкей €, = E 
опде 


І, = L; [ai], «; raiz de x" — ae L; [x]. 


Seja n = n; + n5- ...- n, e Č uma raiz primitiva n-ésima da uni- 
dade. Substituindo, se necessário, L рог L[¿] e K por K[¿] podemos 
assumir que L > К e K contém as raizes n-ésimas da unidade. 

Assim L; > Ly = K é normal pois contém a, raiz de x" — a, € K[x]. 
e K contém as raízes n,-ésimas da unidade. De fato, temos 
І, = Gal (x" — a,, К). 


Seja g,(x) = П (x? — о(а,)). Pelo Teorema 3 temos que 

s eAut(Li/K) 
91(х)є K[x]. Agora, juntando-se todas as raízes dos polinômios 
x" — a}, e g,(x) ao corpo К conseguimos uma extensão galoisiana. 


L3 > К onde L$ c L,. Seguindo indutivamente esse processo con- 
seguimos a desejada extensào M. 


TEOREMA 5. Sejam К > ©, f(x)e K[x] e L = GaKf, K). Se f(x) 
é solúvel por meio de radicais sobre К então o grupo 
G = Autx L é solúvel. 


Demonstração. Pela Proposição 7 existe M > L > K tal que M é ra- 
dical e galoisiana sobre K. 


Assim como L > К é normal segue pelo teorema fundamental 
de Galois que: 


G = Ашу L = Ашк M/Aut, M 
Portanto será suficiente provarmos que Аш, M é solúvel. 


Agora, consideremos С uma raiz primitiva n-ésima da unidade, 
onde: 


n-n,n;...n, M = K[a,,a,,...,a,] 


e a? € Ki. ,, K; = K;_,la;] como nas notações anteriores. 
Considerando M* = M[C], K* = K[C] e se de Aut; М con- 
sideramos, 


в* € Auty M* 
tal que: 


0*|,.—o e ot) =. 
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Claramente se с 4 т temos 0* # 1* e portanto a função abaixo 
Ф:Ашк M > Aut. M* 


o no g* 


define um homomorfismo injetivo. Daí segue que Аш, M =Ф(Ашк M) < 

< Ашк. M* e portanto Auty M será solúvel se Аш, M* for solúvel. 
Assim podemos assumir que K contém uma raiz primitiva n-ésima, 

é, da unidade, 

Agora, 


se M =K[a,,a,,...,a,] é uma extensão radical sobre K,n =n; «n; :.. n, 
onde a¡'€ K;.,, e К contém uma raiz primitiva n-ésima da unidade, 
vamos provar por indução sobre r que Аш, M é um grupo solúvel. 


Se r = 1, então M = K[a, ], at! 2 bo € К e como K contém uma raiz 
primitiva n;-ésima da unidade segue que M = Сах" — bọ, K) e 
Аш; M é um grupo abeliano (veja Proposição 4). 

Pela hipótese de indução vamos admitir que Ашк, M é solúvel 
onde M = K;[a,,az,..., a,]. 

Como K, = Gal(x" — by, К) é normal sobre К a função 
V: Autx M > Aut, K, define um homomorfismo (de grupos) cujo nú- 

6 walk, = 0, 
cleo N(Y) = Auty, M. 
Assim, pelo teorema de isomorfismo, temos: 


Aut, M/Auty, M = J(Auty M) < Aut, К, 


Como Ашк K, é abeliano e por indução Ашк, M é solúvel então 
temos que Ашк M é solúvel e isto demonstra o teorema. m 


COROLÁRIO. O polinômio f(x) = x*.— 6x + 3e Q[x] nào é solúvel 
por meio de radicais sobre ©. 


Demonstração. Sabemos pelo corolário da Proposição 5 que 
Auto L = 5; não solúvel, onde L = Gal(f, ©), e o re- 
sultado segue imediatamente. ш 
Vamos encerrar o capítulo com o exemplo do polinômio geral 
de grau n. 


EXEMPLO. Seja L = Q(x,, x;, ..., x,) O corpo das funções racionais 
com coeficientes sobre Q nas “variáveis independentes 


E PR c TE 
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Se definimos: 
S4 =X, + Xj nd 
Sa = X4X3 E X4X4 Prece GX F uu X4 4X 
Sp = X, X5. XQ 
então К = Q(s,, 55, ..., 5,) é chamado o corpo das funções racionais 
simétricas sobre Q. 

Agora é fácil ver que x,, x;, ..., x, São elementos algébricos so- 
bre К (embora transcendentes sobre ©) pois L = Gal(f, K) onde 
J =" sitt s? + (— Is € КГА. 

Assim, x, ..., x, sáoasnraízes de f (t) e mais, L = K[x,, x5,..., x,] = 
= Gal(f, K). 

Pode-se provar (verifique isto) que cada permutação o, do con- 
junto О = (x,,x;,...,x,) das raízes de f dá origem a um elemento 
о € Auty L, ou seja, [L:K] =n! e Аш L = 5,. 

O polinômio 1" — sy"! +... + (— 1)'s, = f (t) chama-se o poli- 
mio geral de grau п sobre © e portanto: 

O polinómio geral de grau n sobre Q, n > 5, náo é solúvel por 
meio de radicais sobre o corpo das funções racionais simétricas. 


EXERCÍCIOS 
I. Prove que os seguintes polinômios f(x) e Q[x] não são solúveis por 
meio de radicais sobre Q: 
а) f(x) = x? — 20x? + 5 
b) f(x) 2x5 — 4x +2 
c) f(x) = x5 — 4x? + 2 
d) f(x) = х? — 6x? + 3 
e) f(x) 2 x' — 10xº + 15x + 5 
2. Resolva a equação 1% + 215 — 514 + 9 — 513 + 21 + 1 = 0 por 
meio de radicais (susto: u=t+ x 


3. Prove que: 
se p(x) e K[x] é irredutível sobre К e uma raiz de р(х) é expressa 
por meio de radicais, entáo р(х) © solúvel por meio de radicais. 
4. Determine extensões radicais sobre Q contendo os seguintes ele- 
mentos de C. 


7/13. — zm 
AE, "S b) (2 24/3). 
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